
A LIST OF DUAL CROSS GRAPHS

津久井　康之

r-regular simple bipartite graphの self complementaryの判定に”dual

cross graph” の概念が有効であることを見てきたが、ここではその具体的な
「リスト」(br ≤ 4)を提示したい。

1. dual cross graph 再考

dual cross graph は、[3]で定義したが、ここで更に詳細に扱うには少し不
便なので、再定義する。内容は本質的に変わってはいない。

Graph Gr = (V +∪V −, E)がr-regular bipartite simple graph with 4r

veticesで#V + = #V − = 2rとする。この性質を持つグラフの類をΓ rと記す。
Grを4r頂点の完全２部グラフK2r,2rの部分グラフと見たとき、K2r,2r −Eを
Grの(正)補グラフ(+complement)と呼びGr+c

と記す。Gr ∼= Gr+c
であるとき、

Grをr-regular bipartite self complementary graphと呼び、rbsc-graphと
略記する。

Definition 1. Gを上の graphとする。X ⊂ V +, Y ⊂ V −のとき、
(XY ) = XY = (XY ; G) = {hx, yi ∈ E(G)|x ∈ X, y ∈ Y }、
(XY )c = (XY ; G+c) = {hx, yi 6∈ E(G)|x ∈ X, y ∈ Y }とし、
#X = #Y = rのとき、(X, Y ) を、proper pairと呼ぶ。

Definition 2 (dual cross graph). (A, B)を Gの proper pair とする。
C = V +−A, D = V −−Bとし、X(G; A, B) = AD∪CB = X(G; C, D),

V (G; A, B) = AB∪CD = V (G; C, D)とする. X(G; A, B)の元を (G; A, B)
の cross edge, V (G; A, B)の元を vertical edgeと呼ぶ。
V c(G : A, B) = (AB)c ∪ (CD)c, Xc(G; A, B) = (AD)c ∪ (CB)cと記す。
X(G+c; A, D) = (AB)c ∪ (CD)c = X(G+c; C, B) = V c(G : A, B),

V (G+c; A, D) = (AD)c ∪ (CB)c = V (G+c; C, B) = Xc(G; A, B).

[X(G; A, B)∪V c(G : A, B)]をX(G; A, B)∪V c(G : A, B)から誘導される
グラフとし、D(G; A, B)と表す。D(G; A, B)に、X(G; A, B)の元に r(赤)、
X(G+c; A, D)の元にb(青)とした２色辺彩色グラフをGのdual crossgraphと
呼び、d(G; A, B)と書く。

d(G; A, B)に対して、赤と青の色を交換したものを d(G; A, B)と記す。
proper pair (A, D)に対して、D(G; A, D) = [X(G; A, D)∪V c(G; A, D)]か
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ら、d(G; A, D)も定義され、D(G; A, D) = D(G+c; A, B), d(G; A, D) =

d(G+c; A, B). d(G; A, B) = d(G+c; A, D).

Definition 3 (bridge number). G ∈ Γ rのproper pair (A, B)に対して、
br(G : A, B) = #(AD) = #(CB)を (G : A, B)の bridge numberと呼び、
br(G) = min{br(G; A, B)| (A, B)はGの proper pair}と定める。

d(G;A,B) d(G;A,D)

A

DB

C A

BD

C

Figure 1. d(G;A,B) and d(G;A,D)

次はdefinition 2 から直ちに得られる。

Proposition 1. D(G; A, B) ∪D(G+c; A, D) = K2r,2r

definition 3 とFigure 1から次が導かれる。

Proposition 2. 任意のG ∈ Γ rに対して、br(G) ≤ r2

2 .

c∼=を辺彩色を保存するグラフの同型の記号とすると、Definition 2とTheorem

3[3]から次の定理を得る。

Theorem 1. d(G; A, B)
c∼= d(G; A, B)または d(G; A, D)

c∼= d(G; A, D)
ならばGは self complementaryである。

2. dual cross graph のリスト

ページA-1以降にdual cross graphをリストする。現在作業を進めていると
ころなので、db,nの代わりにpdb,nと表記している。bはbridge numberを表わ
し、nはそのbridge numverの第n番目を示す。また、図の下の (b,v)のbは

bridge number ,vは頂点数を表す。(b,v)＊の＊はd(G; A, B) 6
c∼= d(G; A, B)

を示す。
Dr = {d(G; A, B) |G ∈ Γ r, (A, B)はGの proper pair} とすると、

Dr ⊂ Dr+1であるが、r=4すなわち 4-regular graphの表として頂点数は最
大 16としている。

ページA-1の pd3,7 と pd3,13 をそれぞれ dual cross graphとして持つ
Γ 3の3-regular graph は同型である(Fig.3)[3]。しかし、Γ 4の元としての
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4-regular graph は同型でなく、またd(G4; A, B) ∼= pd3,7 なるG4 は self

complementaryでない。
このように、dual cross graph 間の関係は、Γ rの r によって異なる。

リストについての注意。
1.　(ページA-1 U01)　1 ≤ br ≤ 3のすべての dual cross graphを示す

(disconnectedなものも含む)。

2.　(ページA-2 ∼ A-4 (U02 ∼ U04))　d(G; A, B)
c∼= d(G; A, B)で cut

vertexを含むものは除外し、connectedなものに限ってのリスト。
A-4 のU04(300)は、proper pair を変えることによってbridge numberの
下がるものである。

3.　(ページA-5 U05(100))　d(G; A, B)
c∼= d(G; A, B)で cut vertexを

含むもののリスト。U04(300)とU05(100)は dual cross graphの変形を行
うときに便利なのでリストしている。

4.　(ページA-6 U06(pd4,52))　pd4,52を例として、proper pairを変える
ことによって dual cross grph,が変化する場合を示している。
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