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コンパクト境界付き3次元多様体の

ハンドル体分解とHaken型の定理

早 稲 田 大 学 教 育 学 部 鈴 木 晋 一

連結で向き付け可能な3次元閉多様体(=コンパクトで境界を持たない)MはHeegaard-

分解(以下では略してH.分解)(M;HI,Hz;F)を持つことが知られている；すなわち,2

つの同相な（向き付け可能な）ハンドル体H',Hzが存在して，

M=H'UHz,H!nHz=3H!n3Hz=8H,=3Hz=F

が成り立つ(Seifert-Threlfall[13]等を参照)。

3次元多様体M内の2次元球面Zが本質的(essential)であるとは,ZがM内で3

次元球体を囲まない場合をいう。

3次元多様体Mが既約(irreducible)であるとは,Mが本質的な2次元球面を含まない

場合をいう。

Haken[4]は次の定理を証明した：

Hnkenの定理.Mを向き付け可能で連結な3次元閉多様体とし,(M;HI,H!;F)をそ

のH-分解とする。もしMが本質的な2次元球面を含むならば,M内に本質的な2次元

球面Zが存在して,ZnFは1本の単純閉曲線となる。

この定理は,Kneser[8]によって導入された3次元多様体の既約の概念や,Milnor[9]

によって完成された「向き付け可能な3次元閉多様体の素(prime)分解定理」等と関連し

て，3次元多様体論における有力な定理の一つとなり，その後Ochiai[11]によって向

き付け不可能な3次元閉多様体にも拡張されている。

一方，コンパクトで境界を持つ3次元多様体（以下では，3次元有界多様体とよぶ）に

ついては，その古典的なHeegaard-分解は1つのハンドル体といくつかの2-ハンドル(3

次元球体）となるため（定義は第2節参照)，同種の定理を定式化し難い事情にある。こ

れを解決するため,Casson-Gordon[1]は圧縮体(compI℃ssionbody)なる概念を導入し

て有界多様体のHeegaard-分解を一般化し,Hakenの定理も定式化して証明した。

ところで,1970年にDowning[2]は連結な3次元有界多様体にも，閉多様体のH-分解

に代わるある種の強い対称性を持ったハンドル体分解が存在することを示し,Roeling[12]

は境界が連結な場合について,このハンドル体分解を研究した。しかし，有界多様体の研

究に有力と思われるこの分解は，これまでほとんど活用されていない。

本瞼文の目的は，向き付け可能な有界多様体に対するDowmng[2]-Roeling[12]のハ

ンドル体分解に関する定理を境界成分が一般の場合について証明・紹介し，この分解に対

してHaken型の定理を定式化して証明することである。

なお，本論文の一部は，論文[16],[17]に掲載済である。
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本稿ではPL圏で考察する；すなわち，すべての空間は単体分割されていて単体的複体
d

の構造を持ち，すべての連続写像は区分線形的(Piecewise-linear)であるとする。

1．ハンドル体分解(Downing･Roeling分解）の存在定理

本稿では，多様体はすべて向き付け可能であるとする。コンパクトで境界を持つ3次元

多様体を3次元有界多様体とよぶことにする。

多様体Mについて,3Mとi"MによってそれぞれMの境界と内部を表す。また任意

の部分空間ACMについて,CI(A;M)によってAのMにおける閉包を表す。部分多面

体AcMについて,N(A;M)によってAのMにおける正則近傍を表す。

多様体Mの部分多様体AがMで固有(pmper)であるとは,An3M=3Aが成立

する場合をいう。

3次元球体D)の境界6D]上に互いに交わらない2g個の円板(2次元球体)DI,…,D#,

DB･I,…,D',を選ぶ。D3に1つの向きを指定し，この向きから誘導される向きをこれらの

円板に与えるとき，向きを逆転させる同相写像f:D$→D'､@(k=1,…,g)を用いてD&と

D8.bを同一視することによってDDから得られる等化空間D,/{f,,…,6}を，種数gのハ

ンドル体(handlebody)という。種数gのハンドル体は，種数lのハンドル体D2×S!の9

個のコピーの境界連結和(Gmss[3],Swarup[14])として，またEuler標数x(P)=1-g

なる連結な1次元多面体Pの3次元空間R)における正則近傍N(P;R')としても特徴付

けられる。さらに，種数gのハンドル体Hは，連結で既約な3次元有界多様体で，その

基本群兀,(H)が階数gの自由群となるものとしても特徴付けられる（例えば,Ochiai[9]

参照)。ハンドル体Hの種数をg(H)で示す。

連結で向き付け可能な閉曲面（=2次元多様体)Fの種数をg(F)で表す。種数gのハン

ドル体Hの境界8Hは種数gの向き付け可能な閉曲面である。

3次元有界多様体M内の固有な円板DがMの経円板(mendian-disk)であるとは,CI(M

-N(D;M);M)が連結となる場合をいう。さらに,Mの経円板の完全系D={DI,…,D0}

とは,Mの互いに交わらない経円板DI,…,DBの集合で，

Cl(M-N(D!U…UD8;M);M)

が3次元球体となる場合をいう。連結で既約な3次元有界多様体Mが（種数gの）ハン

ドル体であるための必要十分条件は,Mが(g個の成分から成る）経円板の完全系を持つ

ことである。

1.1.定理（ハンドル体分解の存在定理［2],[12]）連結な3次元有界多様体Mに対し，

非負整数gと種数gのハンドル体HI,Hzが存在し，次の条件を満たす：

(0)M=H!UHz.

(i)H!nH2=3H,n8If=Fbは連結な曲面である．

(ii)3M=B!U…UB｡(B!は連結成分,i=1,…,m)とし,gi=g(Bi)とすると，

IInB!=3IJnB,=Fi!(j=1,2;i=1,…,m)

は，円板D2の内部から9個の円板を取り除いて得られる平面状曲面である．

(iii)包含写像から誘導される基本群の間の準同型写像

L：兀,(RI;xi)→兀!(IL;x,),x,E3FII=3Fi!(j=1,2;i=1,…,m)
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は単射であり，各像L7t!(Fi,;xi)は階数g'の自由群で，階数gの自由群兀I(H;xI)の自由
因子となる。

(iv)m≧2ならばpm個の点XI9…,X，を位数lの頂点として持つ木(tree)TがRに存

在し，包含写像から誘導される基本群の間の準同型写像

L:7E!(FI1U…UR･UT;x)→兀!(H;x),xET(j=1,2)
は単射で，像L7t,(B,U…UB｡UT;x)は冗!(H;x)の自由因子となる。

特に，上の条件(iii)と(iv)は次の条件(v)と同値である：

(v)II(j=1,2)の経円板の完全系n={DI,…,Q'}が存在して，

Dkn(E1u…UB.)=3D，n(E,u…UR.)

は高々 1本の単純弧で（必然的にB!U…UB,上で固有),

CI(R1-N(3n1U…U6D,;3Hi);RI)

は1つの円板となる(j=1,2;i=1,…,m)。□

連結な3次元有界多様体Mのハンドル体による分解M=H1UH2で，上の定理1.1の

条件(i)～(iv)を満たすものを(M;H,,IL;R)で示し,MのSD-分解(Roeling[12],special

Downingsplitting)とよび，ハンドル体の種数g(HI)=g(H1)をSD.分解の種数(genus)と
いう.MのすべてのSD-分解の種数のうちの最小数をMのSD-種数とよび,SDG(M)で

示す。

さて，この定理の証明であるが,Roeling[12]が指摘するように,3Mが連結，つまり

m:=1の場合にはDowning[2]のTheoIemlの証明がそのまま当てはまることがわかる。

m≧2の場合の証明は,Downing[2]のLemmalを、成分に拡張すればよいことがわ

かる。そこで,Downing[2]の記号・定義を少しだけ変えて利用する。

非負整数gに対して,Y(9)を平面R；上の点(x,y)で条件

xE{0,1,…,g},-1≦y≦1,または

0≦x≦9,lyl=1.

を満たすもの全体の集合とする。さらに，

X(9)={(x,y)EY(9)ly≧0},

8X(9)={(x,0)EX(9)},

Z(9)={(x,y)ER'lO≦x≦9,0≦y≦l}

とする。Xをハンドル体Hの部分複体でX(9)の埋め込みの像とする。XがHで固有であ

るとは,xn3H=3X(=3x(9)の像)が成立する場合をいい,固有なXが平凡(unknotted)

であるとは,X(9)の埋め込みがZ(9)の埋め込みに拡張できる場合をいう。一般に,X!

U…UXoをHの部分複体で,X(9,)U…UX(g.)の像で各X!が固有であるとする。X,U

･･･UX｡が平凡であるとは,X(g')U…UX(g･)の埋め込みがZ(9,)U…UZ(g.)の埋め込

みに拡張できる場合をいう。

1.2.補題(cfDowning[2]Lemmal)Mを連結な3次元閉多様体とし,(M;WI,W2;F)

をH-分解とし,SをW,の1次元芯(spine)とする。Y!U…UYoをWIの部分複体で，

Y(gi)U…UY(g.)の埋め込みの像とする。このとき;Mの全同位｛刀!}が存在して，次

をみたす：
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（*）刀,(Y!U…UY.)nW!=Xl!u…UX'oはX(g,)U…UX(g｡)のW!への埋め込み

の像で,WIで固有でかつ平凡である(i=1,2)。

証明．ハンドル体W1をSの3次元の厚み付けと考える。つまり，コンパクトで向き付

け可能な境界を持つ曲面Eで,Sをその内部に含み,Sを芯とするものが存在し,W1は

E×[-1,1]と同相となる。h:E×[-1,1]→W1を同相写像とすると,Sch(E×0),h(E×l)

c3W,となる。WIのMにおけるカラー近傍を利用して,hをE×[-1,3]からMへの埋め

込みに拡張する；拡張も同じhで示す。

hの逆写像h.!を使って,Y(9')U…UY(go）のE×0への埋め込みeが得られる。そこ

で,f:Y(g,)U…UY(g.)→E×[0,2]を

f(x,y)=(e(x,y),y+1)

で定義する。E×[-l,3]において，その境界を固定する全同位が存在してDeとfは全同位

になることは明らかである。この全同位のトレースの近傍の中にZ(9,)U…UZ(g.)の埋
め込みを容易に作れるので,f(Y(g,)U…UY(g｡))n(E×[-1,1])はE×[-1,1]において平

凡であること，およびf(Y(9,)U…UY(g｡))n(E×[1,3])はE×[1,3]において平凡であ

ることが容易にわかる。したがって,hはh(E×[-1,3])の全同位｛刀!}を誘導し，この

全同位は，外部では恒等写像を使うことによって,M全体に拡張され，刀!(Y!U…UY.)

=hf(Y(9,)U…UY(g｡))が補題の条件(*)を満たす。□

1.3．定理1.1の証明．連結な3次元有界多様体Mについて3M=B!U…UB｡(B,は

連結成分）とし,g'=g(Bi)とする。V｣を種数g'のハンドル体とし(i=1,…,m),8V,とB,

の間の同相写像で各V!をMに貼りつけることによって，向き付け可能で連結な3次元閉

多様体M*を得る。Y!をV{の1次元芯とし,Y'ci"IV,とする;Y!はY(g')の埋め込みの
像である。M*を単体分割し,Yjをその1次元骨格Sに含むようにする。

W!=N(S;M*)とすると,WIとW2=CI(M*-W,;M*)は同相なハンドル体で,(M*;

WI,W,;F),F=3W!=3W2,はM*のH-分解である。補題l.2を適用することにより,M*

の全同位｛刀!｝が存在して，刀!(Y!U･･･UY.)nw'=X,u…UX!oはX(g,)U…UX(g｡)
のW!への埋め込みの像で,WIで固有でかつ平凡である(i=1,2)。

N=N("!(Y!U…UY｡);M*),

N!=N(XI!U…UXI｡;WI),N,=N(X2!U…UX2｡;W2)

とおくと,N=N!UN,であり,{刀$}は全同位であるから,CI(M*-N;M*)はMと同

相である。さらに,X!U…UX｡がW!で固有で平凡であることから，

H!=CI(W!-NI;WI),H!=Cl(W:-N2;W:)

は同相なハンドル体で,H!とH2はCI(M*-N;M*)=Mの分解であり，定理の条件(i)

~(iv)を満たすことは容易に確かめられる。

なお,n=g(WI)=g(W,)とすると,g=g(HI)=g(H,)=n+g'+…+g．である。□

2.有界多様体の種数に関する注意

前節の定理1.1で6M=',すなわちm=Oの場合は、SD-分解(M;H!,H2;Fb)は序論で

述べた3次元閉多様体のH-分解に他ならない。さて、連結な3次元有界多様体Mは、あ
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るハンドル体Hと指数2のハンドルh2(JI),…,h2(J｡)を用いて

M=HUh'(JI)U…Uh'(J.）

のように表される。ここでJI,…,J･は3H上の互いに交わらない(2-sidedな）単純閉曲線を

表し､』指数2のハンドルh:(Ju)(k=1,…,n)とは、直禎D2×[-1,1]の形に表される3次元

球体で、

(D'×[-1,1])nH=(3D'×[-1,1])n3H=3D'×[-1,1],8D'×{0}=J，

となるもので、h2(JI)nh2(Ju)=｡(i≠k)を満たす。

このような分解HUh'(JI)U…Uh2(J.）を、MのHeegaard-分解（略してH-分解）と

いい、ハンドル体の種数g(H)をこのH-分解の種数という。MのすべてのH-分解の種数

のうちの最小数をMのH･種数とよび、HG(M)で示す。

3次元有界多様体のH-分解とSD-分解の間には次が成立する：

2.1．定理(cfRoeling[12])Mを向き付け可能で連結な3次元有界多様体とする。Mが

種数gのSD-分解を持つならば、Mは種数gのH-分解を持つ。

証明．この定理は境界6Mが連結な場合にRoeling[12]が証明したものであるが、SD-

分解の性質（定理1.I(v))を用いることによって境界成分の個数が2以上の場合にも全く

同様にして証明される。ロ

2.2．系向き付け可能で連結な3次元有界多様体Mについて、次が成立する：

HG(M)≦SDG(M).D

2.3.覚え書き一般にHG(M)=SDG(M)が成立するか否かは未解決の問題である。特

別に、

HG(M)=0-SDG(M)=0

が成立する。この際、3Mの成分の個数を、とすれば、Mは3次元球面SDから、個の

互いに交わらない3次元球体の内部を取り除いて得られる多様体となる。

3.有界多様体に対するH2ken型の定理

3次元閉多様体に対するHakenの定理[4]は,H-分解の代わりにSD-分解を用いるこ

とによって，3次元有界多様体に対しても自然に定式化される。ここでは,Casson-Gordon

[1;Lemmal.1]などに見られるHakenの定理の一般化を参考にして定式化し，これを

証明する。

Rをコンパクトで向き付け可能な曲面とし,J1とJ:をRの固有な1次元部分多様体と

する。J1とJ1が既約(irreducible)であるとは,J1の部分弧aとJ2の部分弧bで3a=3b

なるものに関して，単純閉曲線aUbはR上で円板を囲まない場合をいう。

連結な3次元有界多様体MのSD-分解(M;HI,H2;Fb)において，定理1.1の条件(v)を

満たすようなHの経円板の完全系D={DI,…,D,}を特殊経円板の完全系とよぶことに

する0=1,2)。これらの特殊経円板の完全系D!={D1,,…,DI0}とDz={D2,,…,D,8}が既約

であるとは,J,=(3DI!U…u3DI,)nFbとJ:=(3Dz!U…u3D:0)nFbがR上で既約

である場合をいう。
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3次元多様体Mに含まれる2次元球面が本質的(essential)であるとは，それがMで3
●

次元球体を囲まない場合をいう。

3.1．定理(SD-分解に関するHaken型の定理)Mを連結な3次元有界多様体とし,(M

;H1,H1;R)をそのSD-分解とする。DI={DII,…,DI,}とD2=(D2,,…,D2,}を，それぞれH1,H2

の特殊経円板の完全系とし，既約であるとする。

ZをMの内部に含まれる本質的で互いに交わらない2次元球面の集合とすると,Mの

内部に本質的で互いに交わらない2次元球面の集合Z､が存在して，次の条件を満たす：

(1)Z'はZから,M内での1-手術と同位変形で得られる。

(2)Z'の各成分はRの内部と1本の単純閉曲線で交わる。

(3)H,,H2の特殊経円板の完全系DI*,Dz*が存在して,DI*nZ'=･=D!*nZ'。

特に、DI*n(FI!u…uFI｡)=D!n(FI1u…UF,｡),

D,*n(F,!U…uFi｡)=D2n(F剛u…UFi｡)

となるようにできる。ただし、R!は定理1.1(ii)で挙げた3HnB|で,B,はMの

境界成分である。

証明定理1.1の記号・記法をそのまま使うことにする。平面状曲面Fi|=3H,nB!の

1次元芯S3,を次のように選ぶ:S剛は定理1.1(iii)で選んだ点x1を基点とする単純閉曲線

から成り，各閉曲線はD2と1点で交差する(i=1,…,m)。このとき，ハンドル体HIの1次

元芯S2を次のように選ぶことができる：

S2nD2,は1点,S2n3H:=S2!u…US2..

S2とZは有限個の点で横断的に交わると仮定してよい。H2はS2の正則近傍だから，必要

ならばZを同位で変形することにより,ZnHzは有限個の円板から成るとしてよい；こ

れらの円板をOID…,0．とおく。

一方,ZO=CI(Z-(o,U…Uo.);Z)とおけば,Z｡n(DI1U…UD,8)は有限個の互

いに交わらない単純閉曲線と固有な単純弧から成ると仮定してよい。3次元多様体H1は

既約だから,ZoつまりZを通常のcut-and-pasteの方法，つまりM内での1-手術によっ

て変形することにより，これらの単純閉曲線はすべて除去できる。20n(DI!U…UD!0)

は有限個の固有な単純弧のみとなる；これらの単純弧をα,,…,α‘とする。

Stepl:c',…,α,の中にZo上で非本質的なもの、つまり20上で円板を切り取るものが

存在する場合：α’がZ･上で円板△を切り取るとする。a1CZonDI,でj"rAn(Q,u

…Uα､)＝のと仮定してよい。α！がDII上で切り取る円板でFI!U…UFIoと交わる方を

▽とする。そこでDI!を新しい経円板DI'*=VU△に置き換える。DII*をほんの少し変形す
ることによって、

ZonD,,*CZonDI'－α1

となる。この操作を繰り返すことによって、H1の特殊経円板の完全系D!は新しい完全系

DI*となり、ZonDI*の成分はすべてZo上で本質的な単純弧となる。

Step2:Q1U…uQo=ZnDI*がすべてZ･上で本質的である場合：定理1.1(v)とZo

n(FI,U…UF1｡)=のであることから,ZonDII*≠･ならば9G1D…,α‘の中に少なくと

も1本の単純弧が存在し，これをα1とすると，α｜はDIi*から円板△を切りとり，次の条
件を満たす：
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AnZo=3AnZ=q1,An(FI1U…UF!｡)=の．

したがって，閉多様体の場合のJaco[6,Ⅱ､7～Ⅱ.9]の議輪が常に適用可能である；すえらわ
ち，△に沿ってZを同位で変形することにより交差α，を消去することができる。同じ操

作を反復することによりα1,…,α‘をすべて消去でき，得られた2次元球面の集合をZ'

とすると,.Z'は明らかに条件(1)と(2)を満たし、

(3)DI*nZ'=｡,DI*n(FI,U…UFI｡)=D!n(FI!u…UFI.）

となる。

Step3:もし,D2nZ'≠｡ならば,H2nZ'は有限個の固有な円板であるから,H2をZ'

で切断するといくつかのハンドル体になる。z'n(R!u…UR｡)=のであることと合わせ

て,H2の特殊経円板の完全系Dz*を,D2*nZ'=・となるように選ぶことができる。これ

で条件(3)の残りもすべて満たされ，証明が完了した。□

ここで定理3.1の応用をひとつ挙げておく。簡単のために、コンパクトで連結で向き付

けられた3次元多様体Mの同相類[M]全体の集合をMで表す。[MI],[M2]EMについて、

3次元球体D,cjFMM1,D2c肋IMzを選ぶ。MI*=M1-imDI,M2*=M2-j"の,の新しい境

界成分の間に向きを逆転する同相写像fを与え、fによってM1*とM2*を貼り合わせるこ

とによって新しい3次元多様体M=(MI*UM*)/fが得られる。Mの同相類[M]は、多様

体の均質性からDIとD1の選び方に依らず、また2次元球面上の向きを逆転する同相写像

は互いIごイソトープだからfの選択にも依らない。そこでMをM1と恥の連結和

(connectedsum)といい、M=M1#Mzで表す。さらに、

[M]=[M1]+[M]=[Mi#M2]EM

と定義すると、＋はMにおける可換な演算で、結合律が成り立つ。また、3次元球面（の

同相類)[S']はこの演算のもとで単位元となる；すなわち､任意の[M]EMについて、[M]

+[S']=[S']+[M]=[M]が成り立つ。

[M]EMが素(prime)であるとは、[M]≠[S']であって、[M]=[MI]+[M2]ならば[MI]

と[Mz]の少なくとも一方が[S']となる場合をいう。(Milnor[9],Hempel[5,Chapter3]等を

参照｡）3次元球体（の同相類)[D']は素である。

第2節の冒頭でも述べたように、3次元閉多様体のH-分解は自然にSD-分解と解釈す

る。コンパクトで向き付け可能な3次元多様体MのH-種数HG(M)とSD-種数SDG(M)

はもちろん同相類の不変数であるから、[M]のH-種数HG[M]およびSD種数SDG[M]が

自然に定義される。

このような定義のもとで、Hakenの定理(Haken[4])と上記の定理3.1より、次が直ちに

得られる：

3.2.系[M]=[MI]+[Mi]+…+[M]=[M1#Mz#…#M.]EMならば次が成立する：

SDG[M]=SDG[M1]+SDG[Mn]+…+SDG[M･]．□

3.3．系（素分解の存在定理:Hempel[5,Theorem3.15],cf.Milnor[9])任意の[M]EM,

[M]≠[S'],に対して、有限個の素な同相類[PI],[P2],…,[P｡]EMが存在して、

[M]=[PI]+[R]+…+IR]

となる。
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証明Mが閉多様体の場合は、この系はMilnor[9]の結果である。注意すべきことは、

3M=･の場合は、SDG[M]=0-[M]=[S']

が成り立つことである。一方、覚え書き2.3から、次が成立する：

8M≠ゆの場合、3Mの個数を、とすると、

SDG[M]=0"[M]=[D']+[D']+…+[D'](m個の3次元球体).

従って、Mの境界成分の個数と、系3．2よりSD-種数に関する帰納法によってこの系が

証明される。□
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