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グラフ理論というと組合せ理論の一分野であるという認識が大勢を占めてい

るが，私自身はそのような捉え方をしたくない．グラフ理議が組合せ理論の中

にすっぽり入っているのでなくて，グラフ理論の中に組合せ的グラフ理議とい

う部分があるのだと考えたい．その組合せ的グラフ理謡と対崎するのが幾何学

的グラフ理絵である．（勿論，両者の間に一線を引いてしまうのは正しい見方

ではない．あくまでグラフ理論における両極だということである．）そこで，

本稿では組合せ的な考え方だけでは解決できない（できそうにない）いくつか

の幾何学的グラフ理諸の問題を紹介する．

◆平面内の連結集合の交グラフ◆

'={A!,…,An}をn個の集合の族とする．各集合Aiに対して頂点Viを

設け，二つの集合Ai,Akが空でない交わりを持つときVi,Vkを辺で結んで

得られるグラフをG(')と書いて集合族荻の交グラフ(intersectiongraph)

と呼ぶ．特に，各Aiが実数直線R上の閉区間のときC（荻）は区間グラフと呼

ばれ，その特徴付けは既に知られている([G]を見よ→☆）．そこで，区間グ

ラフ を 拡 張 した何かを考え，その特徴付けを問題にする．そういう拡張として，

n次元ユークリッド空間Rn内の矩形領域（ただし，各辺が座標軸に平行）や

球体をAiとして得られる交グラフはいろいろと研究されてるので（例えば，

[T]を見よ),次元を上げない代わりに集合の制限を弱めて，次のようなもの

を定義する．
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グラフGが王璽蕊芝ユユ<planeintersectiongraPh)であるとは，平面内

の有限個の（孤状）連結集合の族荻={A1,…,An}が存在してその交グラフ

G(')とGが同型になることとする．集合の連結性を定義から除くと任意のグ

ラフが平面交グラフになってしまい面白くない．Aiは閉集合であると仮定し

てもよいが，これと異なるものにはならない．，

最終目標は平面交グラフの特徴付けであるが，それはまだまだ先の話である．

とりあえず，平面交グラフにならないグラフをたくさん発見せよというのが問

題である．もしグラフGが平面交グラフにならないグラフHを誘導部分グラフ

とし.て含めば,.G.も平面交グラフにはならない．したがって，平面交グラフに

ならないグラフがすべて発見できれば，その時点で平面交グラフの特徴付けが

完成する．

平面グラフは平面交グラフであるが，逆は一般には成り立たない．例えば，

5点以上の完全グラフKn(n≧5)は平面上には埋め込めないが，任意の完

全グラフは平面交グラフである．というのは,A1としてすべて同一の集合を

とればよいからである.Aiはすべて異なるという条件を付けたとしても半径

の異なるn個の同心円の内部領域を考えればKnはやはり平面交グラフである．

包含関係がないとしてもK・は原点から放射状に延びるn本の直線で区切られ

る閉領域の交グラフになっている．

これらの事実はグラフGが平面交グラフでないグラフHを部分グラフとして

含んでいたとしてもGは平面交グラフになることがあるということを示してい

る．なぜなら，任意のグラフHはそれと同じ頂点數の完全グラフの部分グラフ

だからである．参考までに平面グラフの特徴付けを示すが，「部分グラフとし

て」の部分を「誘導部分グラフとして」に置き換えなければ，平面交グラフに

対する類似の定理は作ることはできない．

定理1(Kuratowski).グラフCが平面的であるための必要十分条件は完全

グラフK5および完全二部グラフK3．3の細分を部分グラフとして含まないこと

である．

ここで，平面交グラフにはなりそうにないが実際はなってしまう例を示して
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問題の難しさを感じて頂くことにする．まず，長さ、のサイクルCnと、頂点

の完全グラフの補グラフr丙の結びCn+r旨を考える.(グラフGの補グラフ

ご とは頂点集合はGと同じだが隣接関係が逆になっているものである．したが

って,K画は、個の孤立点からなるグラフである．また，グラフGとHの結び

G+HとはG,Hの中はそのままにしてGの頂点とHの頂点のすべての組合せ

を辺でつないで得られるグラフである.)m≦2ならばCn+r旨は平面グラフ

であるから平面交グラフでもあるがom≧3のときはどうだろうか？

前置き通りCn+r旨は平面交グラフなのだが，丸をくねらせて集合を描くこ

とに捕らわれていると答えは見つかりにくい．Cnの部分に対応して下図のよ

うに集合をチェイン上に配置し,r旨の、個の頂点に対応して同心円を描く．そ

れらの円（円の内部ではなく，境界線の円それ自身）はチェインのどの集合と

も交わっているが，互いに他とは交わっていない．

●

ト・
●

+i
●

●

図l.平面交グラフの例

この例で見たように，一見，平面交グラフになりそうにないものが，上手に

集合を考えてやるとなってしまうので，何を以てできないと結諸したらよいの

かをまず十分に考察する必要がある．手応えとしては，非平面的グラフが平面

交グラフになるには頂点数に対して辺数がある程度以上多い必要があるようだ．

というのは，辺数が少ないと一つの集合が横切るのを許されている他の集合の

数が減ってしまうので，集合族を構成するときの障害になるからである．こう

いうことを頭に入れた上で，図2のグラフを考えると，それが平面交グラフに

ならないことが分かる．外周のサイクルに対応した集合の和集合の中に実際に
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サイクルが書けることをまず結諸すると，このグラフが平面的でないことと平

面交グラフでないことがほとんど同値であることに気付くだろう．

図2．平面交グラフにならない例

任意の連結集合を相手にしなければならないと，どこかに落し穴があるかも

しれないという心配が付きまとうが，実は次の定理が示すように1次元の集合

だけ考えていればよい.その証明は集合が孤状連結であることを頼りに帰納法

で示せばよい．この定理を手がかりに，色々と考察して頂きたい．

定理2．グラフGが平面交グラフであるための必要十分条件は，ある平面グ

ラフFに含まれる木の族グ={T,,…,Tn}に対してG=G(g.)となることで

ある．

《練習問題》完全二部グラフKm.nが平面交グラフでることを示せ．

二寺号＝＝ニーヨーーーー＝●早■ﾛ■中一一色ロﾛ■■●■4■■●●一●●1■■●●－●●q■■●申一由●q■■●●,■■●●－●●－●Gd■■●●－●申一■■一●●－●●－●｡I■■甲●一。申一●申Ⅱ■■●ロー◆●'■■●●－●‐一寺●■■■－■q■■●。－●●4■

☆[G]には区間グラフから発展して，翌週基乏sZ(perfectgraph)と呼ばれ

るグラフのことが色々と書かれている．皇E旦旦(TheStrongPerfectGraph

Conjecture)と呼ばれるトボロジーのボアンカレ予想に匹敵する（と思われる）

グラフ理論の問題が解説されているので，ご覧になるとよいでしょう．
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◆グラフの測地的埋め込み◆

平面的グラフCは各辺が直線分になるように平面に埋め込めることはよく知

られている．そこで，この事実の拡張を考える．リーマン計重を持つ曲面に対

して，その中に埋め込まれているグラフGの各辺がその計量に関して測地綴に

なっているとき，その埋め込み，もしくはグラフG自身は遡塑堕であるという

ことにする．平面に普通の距離を定義しておけば，直線はその距錘に関する測

地線であるから，平面的グラフは平面に測地的に埋め込まれることになる．

問題はリーマン計量を持つ曲面上のグラフを測地的に埋め込み直せるかとい

うものである．この問題に答えるには次のように四つの段階が考えられる．

(1)

(2）

(3)

(4）

与えられたグラフGの埋め込みをアイソトビックに修正して測地的に

できるか？

与えられたグラフGの埋め込みを曲面上の同相写像で移動させて測地

的にできるか？

与えられたグラフGの埋め込みを変えれば測地的にできるか？

与えられたグラフGが測地的に埋め込める曲面が存在するか？

任意のリーマン計量を考えてもよいが，やはり球面幾何，ユークリッド幾何，

双曲幾何を与える定曲率な計量を考えた方が，幾何学の知識が使えて面白いだ

ろう．

(1),(2)に関してはグラフが単純でないと明らかに答えが「NO」になって

しまう例がある．例えば，領域の境界になっているループは大抵の場合測地線

にはならない（球面上は可能）．また，平行に走る多重辺を測地線に直した途

端にすべてが一致してしまうので，埋め込みではなくなってしまう．したがっ

て，グラフはすべて単純なものと仮定した方がよさそうである．そう仮定して

もどの段階までが「YES」でどこから「NO」なのかは自明ではないようで

ある．おそらく,(1)は「NO」だと思われる．勿鵠,Gがサイクルのときは

近年の曲面の幾何構造の研究からそれが（兀！の元として）自明でなければ測

地閉曲線にアイソトビックになる．しかし，一般のグラフのときには，一つの
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辺を測地的になるように変形したとき，他の部分が引Ifっ張られて，それまで測

地的になっていた部分を壊してしまうかもしれない．残念ながらあまり深く考

察していないので，何を以て「できない」と結論してよういのか分からないの

が現状である．

分からないずくめでは恋しいので，まず，平面のときは(1)が「YES」に

なることの証明を示しておく．

定理3．平面上に埋め込まれたグラフGは平面のアンビエント・アイソトビ

ーにより測地的にできる．

（証明）頂点数が少ないときは明かであるから，頂点数に関する帰納法を使う．

議論を簡単にするために平面グラフGは平面の三角形分割になっているものと

する．よく知られた事実として，任意の平面的グラフCは次敷が5以下の頂点

を持つので，その一つをvEV(G)とする.G-vは帰納法の仮定により，ア

ンビエント・アイソトビーで測地的にできるので，そのアイソトピーでGを動

かしておく．このとき,Vのリンクik(v)が凸になっていれば，明らかにvに

接続する辺も測地的にできる．ところが，今,1k(v)の長さは5以下なので，

それが凸多角形になっていなくても，図3(a),(b)の場合しか起こらないので，

やはりG全体を測地的にできることになる．■

(a) (b)(c)

図3.lk(v)が凸多角形にならない場合

次数6以上の頂点vに対しては図2(c)のようにそのままではvとlk(v)上の

頂点を測地的な辺で結ぶことができない状況が起こる．グラフGが球面か射影
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平面（球面幾何の距離が入っている）に埋め込まれているときも,Cには次數

が5以下の頂点があるから（直線を大円に置き換えて）同様の議論が成り立つ

はずである．ユークリッド幾何を持つトーラス，クラインの壷のときも，6－正

則なものを除くと次数が5以下の頂点があり，6－正則なものは形が決っている

ので個別にチェックできる．球面や射影平面のときには回appingclassgroup

が自明なので（球面のときは向きを保つ写像だけ考える），グラフの形だけ問

題にして，その埋め込みについては気にしなくてもよいのだが，トーラス，ク

ラインの壷ではそういう議論だと(2)が「YES」であることしか結諸できな

い．ところが，それらの普遍被覆空間に同相写像を持ち上げて考えると線形写

像とアイソトビックになるから，もとの写像も測地線を測地線に移す同相写像

にアイソトビックであることが分かり，やはり(1)も「YES」であることが

分かる．

定理4．球面，射影平面，トーラス，クラインの壷上のグラフの埋め込みは

測地的なものとアイソトピツクである．

したがって，残る問題は双曲的幾何構造を持つ閉曲面に対してどうなるかであ

る．是非,(1)が「NO」になる例を作って頂きたい．

ところで，グラフが埋め込まれている所を曲面に限らず．もっと次元の高い

空間にしたらどうなるだろうか？勿論，3次元空間にはどんなグラフも埋め

込めるわけだが，辺に局所的な結び目を作ってしまえば，もはやアンビエント

・アイソトビーで測地的にすることはできない．したがって,(1),(2)の答え

は「NO」になってしまう．が，よく知られているように，次の集合上の点は

（非加算個にも関わらず）一般の位置にあるので，任意のグラフ（無限グラフ

でもよい）の頂点をでたらめに配置して辺を加えても辺が交わることはない．

即ち，3次元ユークリツド空間においては（3），（4）は「YES」になる．

{(x,x2,x3)ER3:XER}

更に，4次元以上になると結び目が解消してしまうので，（1）から（4）のすべて

が「YES」になっ て し ま う ．
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◆グラフの結び目・絡み目◆

すでに述べた通り，グラフを3次元空間に埋め込むとグラフの随所に結び目

や絡み目ができる．その様子を解析しようとすると，それはもはやグラフ理詰

ではなくトボロジーになってしまう．そこで，‘この結び目，絡み目をグラフ本

来の性質として扱うために，グラフの埋め込み方に依らずにいつでも結び目や

絡み目が生じるかどうかを綴論する．例えば，平面的グラフだと空間内の平面

の上に埋め込めば，グラフのどのサイクルも（自明でない）結び目にも絡み目

にもなっていない．十分にグラフが大きく複雑になっているならば，どんな空

間への埋め込みでも結び目や絡み目が生じることが期待されるが，実際,[CG]

において次の結果が示されている．（ご存じのように,ConwayもGordonもグ
ラフ理論家ではなく，有名なトボロジストである．）

定理5

(i)

(ii)

(Conway-Gordon).

K6の空間への任意の埋め込みは自明でない絡み目を含む．

K7の空間への任意の埋め込みは自明でない結び目を含む．

証明の方針は次の通り．(i)に関してはK6の中の互いに交わらないサイクル

の組(C!,C2)のlinkingnumberlk(C!,C2)の総和

A=ZIk(C1,C2)

を考え，それが埋め込みの描画の交差の上下を入れ換えても不変であることを

示す．図4の埋め込みでは実際にHoPflinkが入っているので，入は1以上に

なっている．ということは，どんな埋め込みに対しても入が1以上となり，必
ず成分が2個の自明でない絡み目が存在することになる．

(ii)に関してはK7の中のハミルトン・サイクルCのArfinvarianta(C)
の総和

0=Zq(C)

を考え，上と同様にぴの不変性を示し，図5の埋め込みに対して0=1となる
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ことを 確認 して 結論を得る．（図5の埋め込みでは一つを除くとすべてのハミ

ルトン・サイクルは自明な結び目で，その唯一の例外はtrefoilknotになって

いるそうです．ハミルトン・サイクルは全部で360個あるのですが,trefoil

knotがどこにあるのか私には分かりません.)

図4．Hopflinkを含むK6の空間への埋め込み

図5．trefoilknotを含むK7の空間への埋め込み

完全グラフ以外にも結び目や絡み目がいつも生じるグラフは存在する．例え

",K3.3+K,の空間への埋め込みはいつも自明でない絡み目（具体的には，

Hopflink)を含むことが,[S]で示されいる．これと定理4を使えば次の結果

を得る．
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定理6(Sachs)

含まないならば，

は平面的である．

グラフGの空間への任意の埋め込,みが自明でない絡み目を

Gの各頂点vEV(G)と隣接する頂点が誘導する部分グラフ

そこで，問題．グラフGの部分グラフHの任意の埋め込みが結び目または絡

み目を含むならば,G自身に対しても同じことが言える．したがって，平面的

グラフの場合と同じように，臨界的なグラフの族を決定してKuratowskiの定

理と同じスタイルの定理が作れる可能性がある．その定理を示すのが最終目標

であるが，とりあえず，任意の真部分グラフが自明でない結び目（または絡み

目）を含まない埋め込みを持つようなグラフをたくさん発見せよというのが問

題である．[S]の中には絡み目に対するそういうグラフの例がいくつか挙げら

れているが，ノどれもHopflinkを含むものばかりである．組合せ的な方法で自

明でない絡み目を発見しようとするとHopflinkくらいした手が付けられない

ような気がする．ましてや，結び目となると組合せ論では手も足もでない．ト

ボロジストの応援を是非お願いしたいのであります．

◆グラフの次元と忠実な埋め込み◆

グラフに対して色々な次元が定蕊されている．例えば，グラフGを各辺の長

さが1になるように埋め込むことができるユークリッド空間の最小の次元をG

の次元と定義する．すると，完全グラフKnの次元は、－1になる．ユークリ

ッド空間にGの頂点数と同じ数だけ点を配置して，二点間の距離が1になると

き線で結んでできるグラフがGと同型になるようにできる空間の最小次元をG

の次元と定義しても，完全グラフKnの次元はn－1になる．（この辺の議論

は琉球大学の前原潤先生が詳しい．）

ほとんどの次元の定義ではKnの次元はn－1になる．これはKnが(n-l)次

元単体のフレームだから，非常に自然である．ところが,n次元立方体のフレ

ームである、-立方体グラフQnの次元は、になってくれない．大抵pnより小

さくなってしまって不可解である．（だからこそ，グラフの次元を考えるのが
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面白いという考え方もあろうが…）

そこで,Knの次元はn-1,Q・の次元は、になるような次元を定義する

ことを 考 え る ． 勿論，人為的にそう定義してしまえば可能だがそれでは面白く

ない．グラフの構造に依存してうまく定義す ると期待通りになってくれるとい

うものでなければ意味がないだろう．

「グラフの構 造を忠実に反映させる」と口 ずさむと，脳裏をかすめるのは私

の学位講文[NI]のテーマである「埋蔵の一意性と忠実性」である．そのイント

ロの中で述べたことだが，埋蔵の忠実性を高次元で考えて次元の定義を与える

こ とにする．一意性に関しては，3次元では 結び目現象があるので成り立たな

い．4次元以上の空間では結び目はほどけて，一つのグラフの埋蔵はすべてア

イソトビックになってしまうから，いつでも一意性が成り立ってしまう．トボ

ロジー的には高次元で一意性を議諸することはほとんど意味がないが，これか

ら定義する次元と絡めて幾何学的に一意性を問うと面白そうな問題ができる．

一般にグラフGから位相空間Xへの埋め込みf:G→Xが墨塞(faithful)

であるとは,Gの 任 意 の 自 己 同 型 写 像 ぴ :G→Gに対して,X上の同相写像

h:X→Xが存在して,hof=foぴとなることである．簡単に言うと,G

が自己同型群に関して対称的にXに埋め込まれているとき，忠実に埋め込まれ

ているという．ここでは,Xとしてユークリ ッド空間Rnを考えるが，任意の

埋蔵ではワイルドな現象がコントロールしきれないので，埋め込みを測地的は

ものだけに制限する．すなわち，各辺が直線分になっているものを考え，ここ

ではそのような埋め込みを羅彪蝿典逢典(linearembedding)と呼ぶことにす

る．更に，線形埋め込みf:G→Rnが忠実であるというのは,Gの任意の自

己同型写像o:G→GがR・の等長変換h:Rn→Rnで実現される(i.e.,

hof=foO)ときだけとする．

以上の準備のもとで，グラフGの思衷蝿醗迩丞(faithfullyembeddable

dimension)を忠実な線形埋め込みf:G→Rnが存在する最小の次元、と定

義し,FED(C)で表す．すると，期待通りの結果を得る．

定理7．(i)FED(Kn)=n-1,(ii)FED(Qn)=n.

～
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これを示すには次の事実を認める必要がある．

①
②
③

Rnにおいて，互いに等距離にある点の最大個数はn+1である．

Rnにおいて，互いに等距離にあるn+1個の点は正n次元単体を張る．

Rnにおいて，正n次元単体のn+1個の頂点と等距離にある点はその重

心の一点のみでる．

（定理7の証明）一般に，グラフGの忠実な綴形埋め込みにおいて，

u,vEV(G)と自己同型写像o:G→Gに対して，

d(u,v)=d(0(u),0(v))

が成り立つ．ノただし,d(u,v)はRn内のulV間の距離である．これから完

全グラフが忠実に埋め込まれているならば，すべての頂点は互いに等距離にな

るので,(i)は①と②から明かである．

(ii)n次元立方体のフレームはQnの忠実な線形埋め込みであるから，

FED(Qn)≦、

は明かである．逆の不等式を示すために,Qnの対角線の両端に位置する二頂

点u=(0,0,…,0),v=(1,1,…,1)を考える．uに隣接しているn個の頂点

W11…,Wnは一カ所だけ1が立つ座標を持ち互いに対等な関係にある．したが

って,Qnがどこかに忠実に埋め込まれているならば，それらは等距離になけ

ればならず，空間の次元は、－1以上である．ところがpuもVもW19…DWn

のすべてと等距離にならなければならないので，③からuとvが異なる場所に

置かれるためにはn次元必要である．よって等号が示される．■

任意の、頂点グラフGは完全グラフKnの部分グラフであり,K・の自己同

型写像でCを不変にするもの全体が作る群はGの自己同型群Aut(G)と一致す

る．したがって,K"の忠実な線形埋め込みの制限としてCの一つの忠実な線

形埋め込みが与えられることになり，

FED(G)≦IV(C)1-1
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となる．これで，忠実埋蔵次元がwell-definedであることが示された．

とこで，ユークリッド空間Rnの等長変換は平行移動と直交変換の積として

表される．が,Rnに忠実に埋め込まれているグラフGには平行移動は作用で

きない．なぜなら,Gを平行移動するとGからはみ出してしまうからである．

したがって,Cには直交変換群のある部分群が作用してしることになる。つま

り,Gの自己同型群Aut(G)はn次直交変換群O(n)の部分群である．

FED(G)=nのAut(G)<0(n)

この逆は一般には成り立たない．例えば,Tを自己同型群が自明な2頂点以

上のグラフとして,Kn･1をTより十分頂点数が大きい完全グラフとする．こ

れらの結びKn.,+Tの任意の自己同型写像はTを固定するから，その自己同

型群はKn･1の自己同型群と同型でO(n)の部分群になる．しかし，◎の事実

からFED(Kn.!+T)>nとなる．

他の次元の定義でもそうなのだが，平面的グラフの次元は必ずしも2にはな

らない．例えば，車輪グラフWn,正多面体グラフP(正四面体，立方体，正

八面体，正十二面体，正二十面体）に対しては，それぞれ

FED(Wn)=2,FED(P)=3

となる．それぞれの自己同型群はO(2),O(3)の有限部分群と一致する．図

6のグラフGの忠実な線形埋め込みを作ろうとすると，､左右の菱形を独立は平

面に乗せなければならないので,FED(G)=4になる．

図6.FED(C)=4となる平面グラフ
〃
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常々感じていたことであるが，平面グラフには車輪グラフのように平らな感

じがするものと，正二十面体グラフのように丸い感じのものと，図6のグラフ

のようにフレキシブルなものの三種類があるようようだ．忠実埋蔵次元にはそ

の直観が反映されていると思う．つまり，平面グラフGが王皇，迦陸,Zと圭

望Z上だというのは，それぞれFED(G)=2,,3または4以上のときと定義す

るのである．．

さて，ここで少し矛先を変える．いろいろなグラフの忠実埋蔵次元の値を決

定するというのも面白い問題ではあるが，ここでは忠実な埋め込み自身に目を

向ける．すると，一旦は捨て去った高次元での埋め込みの一意性の問題が復活

してくる．

定理8．(i)完全グラフKnのRn-1への忠実な線形埋め込みは拡大・縮小

を除くと唯一つ存在する．

(ii)n-立方体グラフQnのRnへの忠実な線形埋め込みは拡大・縮小を除く

と唯一つ存在する．

（証明)(i)は①②から明かである．(ii)は、に関する帰納法を使う．Qnは

Qn-,×K2の形をしているので,{*}×K2に対応した辺の集合Fを除くと

二つのQn-Iに分離する．そこで,QnをRnへ忠実に埋め込んでおき,Fの

各辺の中点全体が張る超平面Ⅱを考える．今,nにはQn-,の自己同型群が等

長的に作用しているので，定理7の証明と同じ議論によりⅡの次元はn－1以

上になっている．仮に，nの次元がnだったとしよう．即ち,nはRn全体と

一致する.Qnの自己同型写像として,Fを不変にして二つのQn-lを入れ換

えるRnの等長変換oが存在する．このぴのQn上の不動点はFの中点全体で

ある．ということは,n=Rnもoの不動点集合に含まれる．これは,0が恒

等写像であることを意味するので矛盾である．したがって,nの次元は、－1

である．

反転oはnを不動点集合としてRnに作用しているから,Fの各辺は、を垂

直に貫通している．これから,Fの中点全体を頂点集合に持つ(n-l)-立方体Q

が二つのQn-,の正射影として、の中に存在する.(nの余次元がlだからこ
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れが言える．空間の中の捻れた菱形を想像せよ．）帰納法の仮定から，このQ

は本当の立方体と同じ形をしているので，それをFに沿って平行移動してQn

の全体像を得る．これがやはり本当のn次元立方体の形をしているのは明かで

ある．■

定理9．K(m!,m2,…,mn)をn部グラフとし9rn§のうちk個が1であるとする．

このとき，

(i)FED(K(m1,m2,…,mn))=ズ,(m#-1)+k-1

(ii)K(m1,m2,…，目｡）のRsへの忠実線形埋め込みは，アフイン変換で移り合

うものを除くと，唯一つ存在する．ただし,s=FED(K(m1,m2,…,mn))である．

この証明は省略するが，上の唯一の忠実線形埋め込みでは各Ini個の独立頂

点集合がそれぞれ正Ini-単体を作り，それらの重心のみで交わる独立な空間に

配置されている．ただし,k≧2のときは，それらだけで正(k-l)-単体を構成

して他の単体の重心に重なるの回避するようになっている．したがって，それ

ぞれの単体ごとにまちまちの率で拡大・縮小をする自由度のみ許されている．

上の二つの定理が示唆するように，ある程度対称性の高いグラフの忠実線形

埋め込みは（トボロジー的にではなく）ある程度の剛体的な一意性を持つので

はないかと予想される．

【予想1】辺推移的なグラフGのRn(FED(G)=n)への忠実線形埋め込み

はアフィン変換で移り合うものを除くと一意的であろう．

【予想2】頂点推移的かつ辺推移的なグラフGのRn(FED(G)=n)への忠

実線形埋め込みは拡大・縮小を除くと一意的であろう．

グラフGが頂息.4浬よ雄隆堕であるとはGの任意の二つの頂点（辺）がGの

自己同型写像で移り合うことである．上の予想にはあまり根拠はないが，定理
8，9とは矛盾しない．
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◆グラフの被覆と平面性◆

これは以前述べたことがあるので，簡単に記す．ここでいうグラフの瞳逼と

は頂点被覆とか辺被覆とかではなく，グラ フ を 1 次 元 複 体 と し て 位 相 空 間 と 考

えたときの被覆空間のことである．

グラフGの普遍被覆空間は木(Gが木でないときは無限の木）であるから，

被覆空間を取 らずともGの適当な被覆空間を考えれば平面グラフになるかもし

れない．この考えに基づいて私は[N2]の中でグラフの球面的種数(spllerical

genus)を定義し，その値は1,2または函の三通りしかないことを示した．

この事実を言葉で言うと次の定理になる．

定理10．連 結グラフGの正則な有限被覆空間で平面的なものがあれば．1

重または2重の平面的被覆空間が存在する．

1重 のも のが存在するということはG自 身 が 平 面 的 で あ る こ と を 意 味 す る ．

2重のものが 存在するときはGが射影平面 的 で あ る こ と を 意 味 す る ． こ の 定 理

の証明は2次元軌道体(2-orbifold)のオイラー数のアイディアを知っていれ

ばそれほど難しくない．

実際に与えられたグラフの球面的種数の決定を試みてみると，正則な被覆空

間に話を限らなくとも定理が成立するのではないかという感触を得た．即ち，

次のようなことが予想される．

【予想3】連 結グラフGが平面的な有限被覆空間を持てば,Gは平面的また

は射影平面的であろう．

この予想を肯定的に解決するためには ，真部分グラフがすべて射影平面的で

あるような非射影平面グラフ（少なくとも103個はある）が平面的な有限被覆

空間を持たないことを示せばよい．が，これは至難の技である．非正則被覆空

間をいかにコントロールするかを考えたほうがよいだろう．
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