
DS-diagramの既約性とC-既約性

河野 正晴

DS-diagramの既約性と C-既約性について議論し，C-既約だが既約でない DS-

diagramの例を与える。ただしここでいう既約とは以前「強C-既約」と呼んでい
たものである。
既約，C-既約の定義を少し変更した。この変更は generalized DS-diagramに対
してのものでありDS-diagramに対しては変更はない。

1 moveなど
DS-diagram，generalized DS-diagram，moveなどの定義は [ 2 ], [ 3 ], [ 5 ], [ 6 ]を
参考にしてください。
「generalized DS-diagram」は用語として少し長いのでここではGS-diagramと
呼ぶことにする。
多様体は向きづけられているものとし，特にことわらない限り連結とする。GS-

diagramも向きづけられているものとする。GS-diagram Σ = (S,G, f)が向きづけ
られているとはΣ = (S,G, f)に対し ∂B = Sとなる何個かの 3-ballからなる集合
Bが定められており，M(Σ)の向きを定める様に Bに向きをが決められているこ
とを意味する。
GS-diagram Σ = (S,G, f)に対し S − G上の fixed point free involution τ を次
で定義する ；pを S − Gの任意の点とする。f−1(f(p))は 2点からなる集合なの
で，それを { p, p′ }とするとき τ(p) = p′と決める。τ をGS-diagramから決まる
involutionという。
f(S)の面Xに対し f−1(X)の連結成分の一つをX+とするとき，τ(X+) = X−

と定義する。
S上の loopが次を満たすとき，ℓは general positionにあるという。

(1) ℓはGと transversalである。

(2) τ(ℓ−G)を τ(ℓ)と書くとき，ℓと τ(ℓ)は transversalである。
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ℓを Sの general positionにある loopとする。この様な loopを bridgeと呼ぶ。
ℓに関する S-moveを [ℓ]と表す。Σに S-move [ℓ]を行って得られるGS-diagramを
Σ[ℓ]と書く。
Σの面X+が (open) 2-diskと同相なとき円板面という。Σの面X+が境界を 2

つ以上持つときX+を非円板面といい，非円板面を持つGS-diagramを非円板型と
呼ぶ。DS-diagramの面はすべて円板面である。
X+がΣ の円板面で，X+とX−が Sの別の成分にあるとき，X+ に関するG-

move を行うことができる。このG-moveを [X+]と表し，ΣにG-moveを行って得
られるGS-diagramをΣ[X+]と書く。
Σの面X+とX−が S − ℓの別の成分にあるときX+ (X−)は ℓで分離されると
いう。
Σ[ℓ]の円板面 Y +が ℓで分離されているときΣ[ℓ]に対し Y +でG-moveを行うこ
とができる。
この 2つのmoveを続けて行うmoveを SG-moveと呼び [ℓ, Y +]と書き，得られ
るGS-diagramをΣ[ℓ, Y +]と書く。一般に [M1], . . . , [Mk]をS-moveまたはG-move

とするときΣに [M1], . . . , [Mk]を順に行って得られるGS-diagramを

Σ[M1, . . . ,Mk]

と書く。
DS-diagramに SG-moveを行って得られるGS-diagramは，hoop・非円板面な
どが発生する可能性があるのでDS-diagramとは限らない。
Σ = (S,G, f)に対し p(Σ) = ♯f(V (G)), q(Σ) = ♯f(G) とおく。ここで ♯f(V (G))

は f(V (G))の個数であり ♯f(G) は f(G) の成分数である。
Σ の複雑度 c(Σ) を (p(Σ), q(Σ)) で定義する。順序は辞書式順序とする。Σが

DS-diagramのときは常に q(Σ) = 1なので p(Σ)を複雑度ということもある。多様
体M に対して 2通りの複雑度を定義することができる。

c(M) = min {c(Σ) | M(Σ) ∼= M, ΣはGS-diagram}

cDS(M) = min {c(Σ) | M(Σ) ∼= M, ΣはDS-diagram}

定義より c(M) ≤ cDS(M)が成立するが，2つの関係については後で見る。

bridge ℓに対し
c(ℓ) = ♯(G ∩ ℓ) + ♯f(ℓ ∩ τ(ℓ))

を ℓの複雑度と呼ぶ。n = ♯(G ∩ ℓ)とするとき ℓは n-bridgeであるという。ℓが
n-bridgeで c(ℓ) = kのとき k-point n-bridgeという。k ≥ nである。k = nのとき，
すなわち ℓ ∩ τ(ℓ) = /Oのとき bridgeは properであるという。
面X+に対し V (X+)をX+の頂点全体の集合とするとき，

c(X+) = ♯f(V (X+))
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を面X+ の複雑度という。面X+が n-gonで c(X+) = kのとき k-point n-gonとい
う。k ≤ nである。k = nのとき面は properであるという，
SG-move [ℓ, Y +]を行うことでDS-diagram Σの複雑度は c(ℓ)− c(Y +)だけ変化
する。すなわち

p(Σ[ℓ, Y +]) = p(Σ) + c(ℓ)− c(Y +)

が成立する。
SG-moveで複雑度を下げる変形をC-moveと呼ぶ。典型的なC-moveとして次
で定義する 2-move，3-moveがある。
properな 2-gonが存在するとき (図 1左)，[ℓ, Y +]はC-moveである。このmove

を 2-moveと呼ぶ。Σ[ℓ, Y +]は Σより頂点数が 2少なくなり，2-gonが消滅して
いる。
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図 1

2つあるどちらの面でG-moveを行っても同値なmoveである。ここで２つのSG-

move [ℓ, Y +], [ℓ′, Y ′+]が同値とはΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+]を意味し，[ℓ, Y +] ∼= [ℓ′, Y ′+]

と書く。
すなわち図 1左のもう一つの面を Y ′+とするとき

Σ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ, Y ′+]

が成立する。
2-moveは [ 9 ]で山下がΦ−と名付けた変形である。
properな 3-gonが存在するとき (図 1右)，[ℓ, Y +]はC-moveである。このmove

を 3-moveと呼ぶ。Σ[ℓ, Y +]はΣより頂点数が 1少なくなり，3-gonが消滅してい
る。3つあるどの面でG-moveを行っても 3-moveは同値である。
3-moveは [ 9 ]で山下がΨ−と名付けた変形である。山下は pipingを基本に考え
ているので 2-move，3-moveはその逆変形となっている。

3



SG-moveで複雑度を変えない変形をB-moveと呼ぶ。逆変形もB-moveなので，
有限回のB-moveによって移りあうGS-diagramをB-同値と呼ぶ。典型的なもの
として 次の 4-moveがある。

••

• •

zz
zz
zz
zz
z

DD
DD

DD
DD

D

zzzzzzzzz

DDDDDDDDDY +

Y +
1

Y +
2

Y +
3

ℓ

図 2

proper 4-gonが存在するとき (図 2)，[ℓ, Y +]は B-moveである。この変形を 4-

moveと呼ぶ。Σ[ℓ, Y +]とΣは頂点数が同じであり，4-gonが別の場所に移動して
いる。
[ℓ, Y +] ∼= [ℓ, Y +

2 ]，[ℓ, Y +
1 ] ∼= [ℓ, Y +

3 ] であるが，[ℓ, Y +]と [ℓ, Y +
1 ]は一般に別の

moveである。
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図 3

図 3の様に 4-gonが 2つ隣接していてそれらを囲む loop ℓが properで頂点のラ
ベル 1, 2, 3が異なるとき [ℓ, Y +]はC-moveである。このmoveを 42-moveと呼ぶ。
43-move等も同様に定義できる。

[ 7 ]では 1-gon が存在するときに複雑度を下げる変形としてH-move を考えた。
しかし多様体が S3の場合結果がGS-diagramにならないこともあった。そこで前
処理と後処理をしてそのようなことを避けたい。
ループ型の退化辺を含むGS-diagram Σに対し

(1) loopのまわりで S-moveを行い，
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(2) (必要なら)前処理を行い，
(3) H-move を行い，
(4) (可能なら)後処理を行った

変形を I-moveと呼ぶ。GS-diagramに I-moveを行った結果は GS-diagramであ
る。I-moveを以下に定義する。

ループ型の辺のラベルを aとするとラベル a辺のまわりは図 4の様である。
(1) 最初にループ型であるラベル a辺の外側の loop ℓで S-moveを行う。
ℓとしてもう一つのループ型ラベル a辺のまわりを選んでもよい。

(2)ループ型でないラベルa辺に余接続(1)する面の一方をX(a)+とするとき，X(a)+

とラベルα2, α4で交わる bridge αでS-moveを行う。ただし，X(a)+が 1-gonまた
は 2-gonのときはこの操作を行わない。
(1)で ℓとして図とは異なる loopを選んだときは，αはラベル b辺及びラベル c

辺と隣接する辺を横切る loopを選ぶ。
(3) 面 Y +でH-moveを行う。H-moveを貼り付ける面 Y +を用いて [Y +]と書く。
(4) Σが awabiのときは Σ[ℓ, α, Y +]におけるグラフGが空集合になるので後処理
は行わない。それ以外は面Z+ ( Σ[ℓ, α, Y +]では 1-gonになる)でG-moveを行う。
Z+でなくラベル c辺とラベル α3辺とにかこまれる面でG-moveしてもよい。
I-moveを行うとGS-diagramの複雑度は下がる。
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Σ を非円板型とすると次の性質を満たす loop L が S 上に存在する。

(1) L ∩G = /O 。

(1)ある辺の端点を頂点にもち，その辺に局所的には接続しない面を余接続するという。
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(2) L が S で張る 2つの 2-disk は G と交わる。
(3) L ∩ τ(L) = /O 。

この L に対し Bで proper な 2-disk D,D′ で ∂D = L, ∂D′ = τ(L), D ∩D′ = /O

となるものが存在する。U(D) = D × [−1, 1], U(D′) = D′ × [−1, 1] を D およ
び D′ の正則近傍とする。ただし，同相写像 h : D → D′ が存在して，任意の
b ∈ ∂D, t ∈ [−1, 1] に対し τ(b, t) = (h(b), t) を満たしているとする。このとき

B̃ = B − Int(U(D))− Int(U(D′)) とおき，∂B̃ = S̃ 上の involution τ̃ を

τ̃(a) = τ(a) (a ∈ S − (∂D × [−1, 1] ∪ ∂D′ × [−1, 1])

τ̃(a,±1) = (h(a),±1) (a ∈ D × {−1, 1})

とし，τ̃ で決まる GS-diagramを Σ̃ = (S̃, G, f̃)とし，Σから Lによる separation

で得られるGS-diagramと呼ぶ。これを [ 4 ]ではGS-cancelと呼んでいた。involution

によってGS-diagramが定まることは次の命題 1を参照のこと。Σ̃ はG-move 可能
である。
separationで得られる Σ̃に対しM(Σ̃)は連結とは限らない。M(Σ̃)が連結のとき

はM(Σ) ∼= M(Σ̃)♯S2×S1 であり，M(Σ̃) が 非連結のときは，連結成分をM1,M2

とするとM(Σ) ∼= M1♯M2 である。

命題 1 Σ = (S,G, f) を GS-diagram とする。τ を GS-diagramから決まる fixed

point free involution とする。
U を S の点 p の十分小さい近傍とする。「十分小さい」とは f|U が同相写像で
あることを意味する。点列 {pn} は U −G の一つの連結成分に入っているとする。
以下点列はすべてこの条件を満たすとする。このとき次が成立する。

(1) lim
n→∞

pn が収束するとき lim
n→∞

τ(pn) は収束し lim
n→∞

pn ̸= lim
n→∞

τ(pn) となる。

(2) {pn} と {p′n} は U −G の同じ成分に入っているとき

lim
n→∞

pn = lim
n→∞

p′n =⇒ lim
n→∞

τ(pn) = lim
n→∞

τ(p′n)

が成立する。
(3) lim

n→∞
pn = p かつ lim

n→∞
τ(pn) = p′ が成立するとき p ∼0 p

′ と定義し，∼0 が生

成する同値関係を∼ とする。p ∈ E(G) に対し {p′ |p′ ∼ p} の個数は 3 個で
ある。

逆に S上の 3-regular graphGに対しfiled point free involution τ : S−G−→S−G

が存在して，(1)–(3) を満たすとする。
S の関係 ∼0 を

p ∼0 p
′ ⇐⇒ lim

n→∞
pn = p ∧ lim

n→∞
τ(pn) = p′

で定義し，∼0 が生成する同値関係を∼ とする。f : S−→S/ ∼ とすると (S,G, f)

は GS-diagram である。
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証明 Σ = (S,G, f) がGS-diagram であるとは S の 3-regular graph G に対し次
が成立することであった。

(1) f : (S,G)−→ (f(S), f(G)) は 局所同相写像である。
(2) S −Gの点 pに対し ♯f−1 ◦ f(p) = 2が成立する。
(3) G− V (G)の点 pに対し ♯f−1 ◦ f(p) = 3が成立する。
(4) V (G)の点 pに対し ♯f−1 ◦ f(p) = 4が成立する。

τ をGS-diagram Σから決まる involutionとする。p ∈ Sに対し p = lim
n→∞

pnとす

る。{pn} の各点は pの十分小さい近傍U に含まれるとする。f−1(f(U)) の成分で
τ(pn) を含むものをU ′ とし，p′ = f−1

|U ′ (f(p))とする。p′ の十分小さい近傍 V をと

る。必要なら U を取り直して U ′ ⊂ V としておく。f|U : U−→f(U)は同相写像なの
で lim

n→∞
f(pn) = f(p) が成立する。f|V も同相写像なので lim

n→∞
f−1
|V (f(pn)) = f−1

|V (p)

が成立する。f−1
|V (f(pn)) = τ(pn) より lim

n→∞
τ(pn) = p′となる。p ∈ S − Gのとき

p = p′なら involution τ が fixed point free に矛盾。p ∈ G ときは f は 局所同相
写像なので p ̸= p′ である。
{ pn }と { p′n }が U − Gの同じ成分に入っていて lim

n→∞
pn = lim

n→∞
p′nとなってい

るとする。前と同じように { pn }に対して V をとると τ(p′n) ∈ V となっている。
lim
n→∞

f(pn) = lim
n→∞

f(p′n)より lim
n→∞

f−1
|V (f(pn)) = lim

n→∞
f−1
|V (f(p′n)) が成立する。これ

より lim
n→∞

τ(pn) = lim
n→∞

τ(p′n) が成立する。

{p′ | p′ ∼ p} = {p′ | f(p′) = f(p)} なので個数は 3である。

次に逆を証明する。
最初に次を示す。

(4) lim
n→∞

pn = p とする。{qn} は U −G の {pn} が属している成分とは別の成分に

入っていて， lim
n→∞

qn = pが成立しているとする。このとき lim
n→∞

τ(pn) ̸= lim
n→∞

τ(qn)

である。
p ∈ E(G)とする。 lim

n→∞
τ(pn) = lim

n→∞
τ(qn) となる場合 {p′ | p′ ∼ p} の個数は 2

であり矛盾。
p ∈ V (G) のとき p の近くの E(G)の点 q で次を満たすものが存在する ；q

に 収束する点 {p′n}, {q′n} で {p′n} は U − G の {pn} が含まれる成分に，{q′n} は
U −G の {qn} が含まれる成分に含まれる。 lim

n→∞
τ(pn) = lim

n→∞
τ(qn) が成立すると

き lim
n→∞

τ(p′n) = lim
n→∞

τ(q′n) が成立するので矛盾。よって (4)は成立する。

{p′ | p′ ∼ p} = {p′ | f(p′) = f(p)} となっている。p ∈ S −G のとき

p ∼0 p
′ ⇐⇒ p′ = τ(p)

なので {p′|p′ ∼ p}の個数は 2個である。pの近傍U でU ∩ τ(U) = /Oとなるものが
存在するので f|U は同相写像である。
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p ∈ S −G のとき (4) より p の近傍 U で U ∩ τ(U −G) = /Oとなるものが存在
するので f|U は同相写像である。個数の条件は (3)である。
p ∈ V (G) のとき p の近傍 U でU −G が 3個の成分を持つものをとる。それぞ
れの成分の中に p に収束する点列

{pn}, {qn}, {rn}

をとる。
p1 = p, p2 = lim

n→∞
τ(pn), p3 = lim

n→∞
τ(qn), p4 = lim

n→∞
τ(rn)

とおくと (1)および (4) より pi ̸= pj (i ̸= j) である。pi ∼ p であるがこれ以外に
q ∼ p となる点があれば q の 近くの E(G) の点 q′ で {q′′ | q′′ ∼ q′} の個数が 4以
上になり矛盾。よってこの場合 {p′ | p′ ∼ p} の個数は 4である。
pの近傍 U で U ∩ τ(U −G) = /O となる U をとれば f|U は同相写像である。

GS-diagramに対し C-move，I-move，G-move，separationのいずれも不可能な
とき，C-既約と呼び，そうでないときC-可約という。B-同値な GS-diagram がす
べて C-既約なGS-diagram を既約と呼び，そうでないとき可約という。

C-既約の定義を少し変更した (separationを加えた)ため

複雑度最小 =⇒既約

は成立しない。ここでいう「複雑度最小」はGS-diagramとしての最小である。
Σ(0, 1)は複雑度最小であるが C-既約ではない。ただし Σ(p, q)は lens spaceの
横山の標準形 ([10 ], [ 11 ])およびそのGS-diagramへの拡張 ([5 ])とする。
しかし制限をつけると成立する。

命題 2 M(Σ)が多様体として既約のとき

複雑度最小 =⇒既約

が成立する。

証明のために次の補題を証明する。

補題 3 複雑度最小のGS-diagram ΣがM(Σ) ̸∼= S3, P 3, L(3, 1)でM(Σ)が多様体
として既約のとき，ΣはDS-diagram である。

証明 GS-diagram Σ = (S,G, f)は複雑度最小であるとする。Σ が次を満たすと
きDS-diagram である。

(1) G ̸= /O。
(2) 球面数は 1である，ただし球面数とは Sの成分数のことである。
(3) 非円板面を持たない，
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(4) hoop を持たない。
G = /Oのとき Σ = Σ(1, 0)またはΣ(2, 1)である。M(Σ(1, 0)) ∼= S3，M(Σ(2, 1)) ∼=

P 3 なのでこの場合はない。
G ̸= /O かつ球面数が 2 以上ならC-move，I-move または G-move が可能なので，
球面数は 1である。
非円板面をもつならば separation 可能である。Σに separation を行って Σ̃が得
られたとする。M(Σ̃)が連結ならM(Σ) ∼= M(Σ̃)♯S2 × S1 となるがこれは矛盾。

M(Σ̃)が非連結なら Σ̃ = Σ1 ∪ Σ2 となりM(Σ) ∼= M(Σ1)♯M(Σ2) となるが，
M(Σ)は既約なのでM(Σ1)またはM(Σ2)は S3 である。M(Σ2) ∼= S3 とすると
M(Σ1) ∼= M(Σ)で c(Σ1) < c(Σ) となり矛盾。
非円板面を持たず hoop を持つときΣ = Σ(3, 1)となる。この場合もないのでΣ

はDS-diagramである。

命題 2を証明する。Σは複雑度最小なのでC-既約が示されれば既約も示される。
M(Σ) = S3のとき Σ = Σ(1, 0)なので C-既約である。M(Σ) = P 3のとき Σ =

Σ(2, 1)なのでC-既約である。M(Σ) = L(3, 1)のときΣ = Σ(3, 1)なのでC-既約で
ある。
それ以外のときは補題 3よりΣはDS-diagramである。separationは不可能なの
でC-既約でなければC-move等が可能になり。最小性に矛盾する。

多様体が既約のとき次が成立する。

c(S3) = (0, 0) < (1, 1) = cDS(S
3)

c(P 3) = (0, 0) < (2, 1) = cDS(P
3)

c(L(3, 1)) = (0, 1) < (2, 1) = cDS(L(3, 1))

c(M) = cDS(M) (上以外)

M(Σ) の既約性をはずすと等号の成立する例は知られていない。しかし等号不
成立の例は沢山知られている。
GS-diagram Σ1,Σ2 に対して c(Σ) = (p(Σ1) + p(Σ2), q(Σ1) + q(Σ2) + 1) かつ

M(Σ) ∼= M(Σ1)♯M(Σ2) となる GS-diagram を次の様に構成できる。
Σ1 の一つの面の中に面の中で 2-disk を張る loop ℓ1 をとり，2-diskを X+

1 とす
る。Σ2 の一つの面の中に面の中で 2-disk を張る loop ℓ2 をとり，2-diskを X+

2 と
する。X+

2 に対応するΣ2[ℓ2] の面をX ′+
2 とする。

同相写像 g : X+
1 −→ X ′+

2 を一つ固定する。Σ1 の involutionを τ1，Σ2[ℓ2]の
involutionを τ2 とするとき，gと τ2 ◦ g ◦ τ1 でX+

1 とX ′+
2 ，X−

1 とX ′−
2 を貼り合わ

せてΣ1とΣ2[ℓ2]からできるGS-diagramをΣとする。この操作は separation の逆
操作になっている。
M = L(4, 1)♯L(4, 1) に対し上の議論を適用する。

c(L(4, 1)) = cDS(L(4, 1)) = (1, 1)
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より c(M) ≤ (2, 3)である。M は [ 1 ]の 6頂点以下のDS-diagramのリストにはな
いので pDS(M) > 6である。よって

c(M) < cDS(M)

である。

ここでは M(Σ) は非連結も許すものとする。すなわち Σ を GS-diagram とし，
M(Σ) = M1 ∪ · · · ∪ Mn ( Mi は連結) となっているとする。このとき，N(Σ) =

M1♯ · · · ♯Mn と定義する。
DS-diagram Σ が与えられたとき，Σ に可能な限り C-move 等を行って得ら
れる C-既約な GS-diagram を Σ̃ とするとある非負整数 k が存在して N(Σ) ∼=
N(Σ̃)♯k(S2 × S1) となる。

M(Σ) が多様体として既約のとき，N(Σ) ∼= N(Σ̃) となる。M(Σ̃) が connected

でないときも，1つの成分以外は S3 なのでC-既約な GS-diagram Σ′ が存在して
M(Σ) ∼= M(Σ′) となる。
cN(M) = min {c(Σ) | N(Σ) ∼= M, ΣはGS-diagram} と定義すると

cN(M) ≤ c(M) ≤ cDS(M)

が成立する。M が既約のときは

cN(M) = c(M)

が成立する。既約でない多様体も扱うときは cN(M)の方が良いのかもしれない。

2 いくつかの補題
ここでは既約性とC-既約性を議論するため必要な補題を証明する。
bridge ℓ とGとの図 5左の様な intersectionを edge connectionと呼ぶ。図 5

右の様な intersectionを corner connectionと呼ぶ。

ℓ

•

qqqqqqqqq•

MMMMMMMMM•

��
��
��
��
�

ℓ

図 5
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補題 4 GS-diagram Σは自己隣接面を持たないとする。bridge ℓ が corner con-

nection または edge connection を持っており，ℓを isotopy で変形して corner

connection または edge connection を消した bridge を ℓ′ とする。
[ℓ, Y +]がC-moveのときΣ[ℓ′]の面 Y ′+ が存在して [ℓ′, Y ′+] も C-move である。
[ℓ, Y +] が B-move のときは Y ′+ が存在して [ℓ′, Y ′+]はB-move または C-move

になる。
[ℓ, Y +]がB-moveでC-moveが存在しないときはΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+] となるよ
う Y ′+を選べる。

証明 Σの bridge ℓは乗っている球面を 2つの 2-diskに分けるが，それらの一方
がΣのどの面も含まないとき ℓは zeroであるという。zero bridgeが 3-bridge以下
のとき trivialであるという。
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?
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�

ℓ
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���������
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�

ℓ′

•

qqqqqqqqq•
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��
��
��
��
�

ℓ

•

qqqqqqqqq•
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��
��
��
��
��
��
��
�

ℓ′

図 6

bridge ℓが trivialな場合図 6の様に ℓ′も trivialであり，ともにB-moveで

Σ[ℓ, Y +] ∼= Σ ∼= Σ[ℓ′, Y ′+]

となっている。以下 bridge ℓは trivialでないとする。

最初に ℓが edge connectionを持つときを考える。edge connection のまわりの面
X+

i (i = 1, . . . , 5)を図 7の様に決める。図 7のラベル a辺を a(1)と名付ける。
τ(ℓ) ∩X+

i = /Oのときは Y +
i = X+

i とおく。τ(ℓ) ∩X+
i ̸= /Oのときは τ(ℓ)で分割

されたX+
i の a(1)辺に接続する成分を Y +

i とする。
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Y + ̸= Y +
i のとき Y ′+ = Y +とおくと c(ℓ) > c(ℓ′)より [ℓ′, Y ′+]は C-moveであ

り，この場合補題は成立する。よって Y + = Y +
i とする。Y +

i に対応するΣ[ℓ′]の面
を Y ′+とすると Y ′+は ℓ′で分離されている。
Y + = Y +

1 のときを考える。 τ(ℓ) ∩ X+
1 = /Oのとき Y +

1 = X+
1 であり，c(ℓ) ≤

c(Y +) = 2より ℓが trivialになる。
τ(ℓ) ∩X+

1 ̸= /Oのとき c(Y +
1 )は 3または 4である。このとき ℓと τ(ℓ)は交わる。

c(Y +
1 ) = 3のときは ♯f(ℓ ∩ τ(ℓ)) ≥ 1，c(Y +

1 ) = 4のときは ♯f(ℓ ∩ τ(ℓ)) ≥ 2 よりこ
の場合は不可能である。
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図 9

Y +
i が a(1)辺以外のラベル a辺に接続する場合としない場合に分ける。最初はし

ない場合を考える。
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Y + = Y +
4 とY + = Y +

5 は対称なのでY +
4 のみ考える。Y

+ = Y +
4 のとき，c(Y

+
4 ) ≤

c(Y ′+)かつ c(ℓ′) = c(ℓ)− 2なので [ℓ′, Y ′+]はC-moveである。

Y + = Y +
3 のときを考える。Σの ℓとラベル a辺と Y ±面のまわりは図 8左の様

になっている。ただし bridge ℓ のラベルを ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 とした。ラベル ℓ4辺は G

によってさらに分割されているかもしれない。Σに対し [ℓ, Y +]を行って得られる
Σ[ℓ, Y +]が図 8右である。ただし赤線は貼り合わせにより Σ[ℓ, Y +]の辺ではなく
なっていることを表す。以下変形後の赤線はそれを表すものとする。
Σの ℓ′とラベルa辺とY ′±面のまわり図 9左の様になっている。Σに対し [ℓ′, Y ′+]

を行って得られるΣ[ℓ′, Y ′+]が図 9右である。図 8右のラベル a1ℓ2a3辺と図 9右の
ラベル a辺とを対応させることによりΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+] が成立する。
Y + = Y +

2 のときは Y +
3 のときと同様にラベル ℓ1a2ℓ3辺と ℓ′1辺とを対応させるこ

とによりΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+] が成立することが分る。

次に Y +
i が a(1)辺以外のラベル a辺に接続する場合を考える。Y + = Y +

2 , Y +
4 の

ときは ℓにより分離されないので Y + = Y +
3 のときを考える。このときΣ[ℓ, Y +]は

図 10の様である。Σ[ℓ′, Y ′+]は図 9で e−1 = aでX+が対隣接しているものである。
このときΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+]が成立している。
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次に ℓが corner connectionを持つ場合を考える。
ℓが 2-bridgeの場合Σは自己隣接するので 3-bridge以上である。ℓが 3-bridgeの
とき ℓ′は 2-bridgeである。Σが横山の標準形 Σ(p, 1)以外のとき面 Y ′が存在して
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[ℓ′, Y ′+]は C-moveである ([8 ]補題 1.2)。Σが Σ(p, 1)のときは面 Y ′+が存在して
Σ[ℓ, Y +] ∼= Σ ∼= Σ[ℓ′, Y ′+] であることが分る。よって ℓは 4-bridge以上とする。

ℓによって分割される面を図 11左のX+
1 , . . . , X

+
6 とする。図のラベル a辺を a(1)，

ラベル b辺を b(1)と名付ける。a(1)辺または b(1)辺に接続し，X+
i に含まれる面を

Y +
i とする。図の ℓのラベル ℓ4部分はGによりいくつかに分割されている可能性
がある。
Σ[ℓ]の面 Y +に対応するΣ[ℓ′]の面を Y ′+とする。
Y ′+ ̸= Y +

i のとき Y ′+ = Y +より [ℓ′, Y ′+]はC-moveである。
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図 11

Y + = Y +
1 のとき c(Y +) = 3 より ℓは 3-bridge以下になり矛盾。

Y +
3 と Y +

5 および Y +
4 と Y +

6 の対称性により Y +
3 , Y +

4 の場合のみ考える。
Y + = Y +

3 のとき c(Y ′+) ≥ c(Y +)より [ℓ′, Y ′+]はC-moveである。
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a(1)辺と b(1)辺の共通頂点を xとし，xのラベルを 1とする。最初に Y +
i に x以

外のラベル 1頂点がない場合を考える。
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図 13

Y + = Y +
4 のとき Σ[ℓ′, Y ′+]は図 13の様になっている。c(ℓ′) = c(ℓ) − 1であり

c(Y ′+) = c(Y +)− 1なので p([ℓ′, Y ′+]) = p([ℓ, Y +])が成立している。よって [ℓ, Y +]
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がC-moveのときは [ℓ′, Y ′+]もC-move，[ℓ, Y +]がB-moveのときは [ℓ′, Y ′+]もB-

moveである。このとき図 12と図 13とを比較することによりΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+]

が成立していることが分る。
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Y + = Y +
2 のとき Σ[ℓ′, Y ′+]は図 14の様になっている。c(ℓ′) = c(ℓ) − 1であり

c(Y ′+) = c(Y +)− 1なので p([ℓ′, Y ′+]) = p([ℓ, Y +])が成立している。よって [ℓ, Y +]

がC-moveのときは [ℓ′, Y ′+]もC-move，[ℓ, Y +]がB-moveのときは [ℓ′, Y ′+]もB-

moveである。このとき図 14と図 15とを比較することによりΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+]

が成立していることが分る。
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図 16

次に Y +が x以外のラベル 1頂点を持つときを考える。Y + = Y +
2 に x以外のラ

ベル 1頂点がない場合 Y ′+
2 はラベル 1頂点を持つのでここで頂点が 1つ増える。し

かしラベル 1頂点を他に持つ場合頂点が増えない可能性がある。
Y + = Y +

2 のとき，例えば図 16左のとき，Y +
2 にはラベル c辺が存在する。Y ′+

2

ではここに ℓ′との共通部分になる頂点が発生する。
ほかにもいくつかの場合があるが対隣接して ℓによって分離されないかラベル c

辺を持ち c(Y ′+) = c(Y +)−1，p([ℓ, Y +]) = p([ℓ′, Y ′+])が成立する。またΣ[ℓ, Y +] ∼=
Σ[ℓ′, Y ′+] も同様に成立する。
Y + = Y +

4 のとき，例えば図 16右のとき，Y ′+にもラベル 1頂点が存在するがラ
ベル b辺上にある ℓとの共通部分が Y ′+では消える。
対隣接して ℓによって分離されないかラベル b辺を持ち c(Y ′+) = c(Y +) − 1，

p([ℓ, Y +]) = p([ℓ′, Y ′+])が成立する。またΣ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+] も同様に成立する。
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補題 5 GS-diagram Σは自己隣接面を持たないとする。

[ℓ, Y +] が
∑

♯(ℓ∩∂X+)>2

♯(ℓ ∩ ∂X+) > 2 を満たす C-move のとき，C-move [ℓ′, Y ′+]

で ∑
♯(ℓ∩∂X+)>2

♯(ℓ ∩ ∂X+) >
∑

♯(ℓ′∩∂X+)>2

♯(ℓ′ ∩ ∂X+) (⋆)

を満たすものが存在する。
[ℓ, Y +] が B-move のときは C-move [ℓ′, Y ′+] で条件 (∗)を満たすものが存在す
るか，条件 (∗)を満たすB-move [ℓ′, Y ′+]および [ℓ′′, Y ′′+]で

Σ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ′, Y ′+, ℓ′′, Y ′′+]

となるものが存在する。

証明 補題 4より ℓは edge connectionおよび corner connectionを持たないとし
てよい。
♯(ℓ ∩ ∂X+) > 2となる面X+を一つ固定して考える。

X+ − ℓの成分Aに対し ∂A ∩ ℓ = β1 ∪ · · · ∪ βk (βiは arc) とおく。k = 1のとき
outermostという。outermostでないAが存在するのでそれをひとつ固定する。
X+内の τ(ℓ)の成分 γをAとの関係で次の様にタイプ分けする。

(0) A ∩ γ = /O,

(1) ∃β1, β2 ; γ ∩ β1 ̸= /O, γ ∩ β2 ̸= /O

(2) ∃β1 ; γ ∩ β1 ̸= /O ∀βi (i ̸= 1) ; γ ∩ βi = /O

(3) γ ⊂ A ∀i ; γ ∩ βi = /O

X+と Y +の関係で場合分けをする。
[1] Y + ∩X+ = /Oかつ Y − ∩X+ = /O,

[2] Y + ⊂ X+または Y − ⊂ X+,
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図 17
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最初に [1] のときを考える。
(a) A ∩ τ(ℓ) = /O のとき [図 17 (a)]：
∂Aの β1と β2を結ぶ A内の arcを αとする。αは ℓを 2つの成分 ℓ1, ℓ2に分け
る。ℓ1 ∪ αまたは ℓ2 ∪ αは Y + を分離する。分離する方を ℓ′ とする。このとき
c(ℓ′) ≤ c(ℓ)− 3が成立する。
(b) type (1) の γが存在するとき [図 17 (b)]：
γ ∩A = αとおく。αのAにおける正則近傍をU = U(α;A)とするとき，ℓ− U

は 2つの成分からなるので，それを ℓ1, ℓ2とする。また ∂U − ℓの成分を α1, α2と
する。
ℓ1 ∪ α1 または ℓ2 ∪ α2 は Y + を分離する。分離する方を ℓ′ とおく。このとき

c(ℓ′) ≤ c(ℓ)− 3が成立している。
(c) type (1),(3)が存在しないとき [図 17 (c)]：
このとき β1と β2を結ぶ arcで τ(ℓ)と交わらない arcが存在する。すなわち type

(2) の arcは無視でき，(a)と同様に ℓ′を決めることができる。
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図 18

(d) type (3)が存在するとき [図 17 (d1), (d2)]：
(d1) type (3)が 1個のときはこのとき β1と β2を結ぶ arcで τ(ℓ)と 1点で交じわ
る arc αが存在する。
(a)と同様に ℓ′を決める。このとき c(ℓ′) ≤ c(ℓ)− 2が成立する。
(d2) type (3)が 2個以上のときはX+とX−のラベルを入れ替えると (a)に帰着
できる。
(a)(b)(c)(d)いずれの場合も Y +を含むΣ[ℓ′]の面を Y ′+とする。Y ′+ = Y +のと
き [ℓ′, Y ′+]は C-moveである。Y + ⊊ Y ′+となるのは γ ⊂ τ(ℓ) かつ γ ⊊ τ(ℓ′) と
なる arc γを ∂Y +が含むときである。このとき c(Y ′+) ≤ c(Y +)となる可能性は
あるが，その分は τ(ℓ) ∩ ℓから τ(ℓ′) ∩ ℓ′への減少分で補填されるのでこのときも
[ℓ′, Y ′+]はC-moveである。

20



次に [2]の場合を考える。A ∩ Y + = /O となる outermostでないAが存在する場
合は [1]と同様にできる。よって Y + ⊂ Aを仮定する。
(a) A∩ τ(ℓ) = /Oのとき [1]-(a)の ℓ1∪αをL1，ℓ2∪αをL2とおく。Y +はαにより

2つに分けられる。これを Y +
1 , Y +

2 とする。ただし ℓi ∩ Y
+

i ̸= /Oとなる様に選ぶ。

c(Y +
1 ) + c(Y +

2 ) ≥ c(Y +)

c(L1) + c(L2) ≤ c(ℓ)

が成立している。
[ℓ, Y +]がC-moveのとき [L1, Y

+
1 ]または [L2, Y

+
2 ]はC-moveである。C-moveに

なる方を [ℓ′, Y ′+]とする。
[ℓ, Y +]がB-moveのとき [L1, Y

+
1 ]または [L2, Y

+
2 ]はC-moveであるかともにB-

moveである。C-moveが存在するときはC-moveになる方を [ℓ′, Y ′+]とする。
ともにB-moveになるときは

c(Y +
1 ) + c(Y +

2 ) = c(Y +)

c(L1) + c(L2) = c(ℓ)

が成立している。このとき Y +
1 の頂点のラベルと Y2の頂点のラベルで同じものは

なく，
τ(L1) ∩ L2 = /O, τ(L2) ∩ L1 = /O

が成立している。よってこのとき

Σ[ℓ, Y +] ∼= Σ[L1, Y
+
1 , L2, Y

+
2 ]

が成立する。
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(b)および (c)のときは (a)と同様なので (d1)のときを考える。このとき図 19左
の様になっている。(a)のときと同様にL1, L2を決めると Y +

1 , Y +
2 は図 19中右の様

になっている。ただしA内の τ(ℓ)の成分 γが τ(L1)に含まれているとする。Y +
1 に

は新たに頂点が発生するが，それに対応して τ(L1)∩L1にも頂点が発生する。よっ
て (a)と同様の結論が得られる。

bridge ℓが edge connectionも corner connectionも持たず同じ面を 2回通らない
ときnormalと呼ぶ。SG-move [ℓ, Y +]の ℓが normalなときmoveをnormalと呼
ぶ。補題 4，5より次が成立する。

命題 6 自己隣接面を持たない GS-diagram Σに C-move が存在するとき normal

な C-move が存在する。
B-move [ℓ, Y +]が存在するとき，C-moveが存在するかまたは，normalなB-move

[ℓ1, Y
+
1 ], . . . , [ℓk, Y

+
k ]が存在して

Σ[ℓ, Y +] ∼= Σ[ℓ1, Y
+
1 , . . . , ℓk, Y

+
k ]

が成立する。

3 K6-137はC-既約かつ可約
この節では次の命題を証明する。

命題 7 DS-diagram K6-137はC-既約だが既約でない。
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DS-diagramの一覧表は [ 1 ]にあるがK-137は図 20の様なDS-diagramである。
K-137の 4-gon X+

4 で 4-move を行う。ただし 4-moveでG-moveをする面は S-

moveをする loopがX−
2 またはX+

1 から切り取る面である。
moveの結果は図21でK6-151である。図21の隣接する4-gon X−

3 とX+
7 のまわり

の42-moveを行うと頂点数が下がりK5-50が得られる。K5-50はPoincare homology

3-sphereの頂点数最小のDS-diagram である。
よってK6-137は既約ではない。
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図 21

以下ではK6-137がC-既約であることを示す。DS-diagramがC-既約であること
を示す簡単な方法は今のところない。命題 6より normalな loop ℓをすべてリスト
アップし，それらに対し分離されるΣ[ℓ]の面X+で c(X+)− c(ℓ) > 0となるもの
を探す。この様な組 ℓ,X+が見つかればK6-137はC-可約であり，見つからなけれ
ばC-既約である。

ここでmoveについていくつか述べておく。
SG-move [ℓ, Y +] で Σ ∼= Σ[ℓ, Y +] となる変形を unchanged moveと呼ぶ。定
義より B-move である。
面 X+

1 , . . . , X
+
n が隣接していて X+

1 ∪ · · · ∪ X+
n が 2-diskと同相であるとする。

∂
(
X+

1 ∪ · · · ∪X+
n

)
に平行でX+

1 ∪· · ·∪X+
n の少し外側を1周する loopをℓ(X1, . . . , X

+
n )

とする。
面 X+ に対し ℓ(X+)を X+ の face bridgeと呼ぶ。X+ が proper, 対隣接，
退化辺を持つまたは持たない等色々場合はあるがいずれの場合も [ℓ(X+), X+] は
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unchanged move である。これを face moveと呼ぶ。図 22は退化辺を持ち対隣
接する場合の図である。ただしG-moveで貼り付けた面以外のラベルは省略して
ある。
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図 22

面X+と退化 3-gon Y +が非退化辺で隣接しているとする。[ℓ(X+, Y +), X+]は
unchanged move である。
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図 23

面X+と退化 4-gon Y +が非退化辺で隣接していて，退化辺の 1つの頂点は X
¯

上にあるとする。このとき [ℓ(X+, Y +), X+]は X+に関する face moveと同値な
unchanged move である。

面X+と proper 4-gon Y +が隣接しているとき [ℓ(X+, Y +), Y +]は Y +に関する
4-move と同値である。

次の表はK6-137の normalな loopの一覧である。loopをそれが通る面の列で表
している。c(ℓ)は loopの複雑度である。ただし loopは面内の isotopyで ℓ∩ τ(ℓ) が
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最小になる様に選んでいるものとする。
表のX+はX+に関する face moveを意味する。p4 +X+は proper 4-gon と面

X+からなる 4-moveと同値なmoveを表す。「B-move」は C-moveは存在しない
がB-moveが存在すること，「not BC」はB-moveも C-moveも存在しないことを
表す。
この表の中にC-moveを与える loopは存在しないのでK6-137はC-既約である。
[ 1 ]の 6頂点以下のリストでは他はすべてC-既約なものは既約である。

c(ℓ) type

1 X+
1 X+

2 X−
6 X−

2 X+
4 X+

1 6 X+
7

2 X+
1 X+

2 X−
6 X−

2 X+
3 X+

1 5 p4+X+
7

3 X+
1 X+

2 X−
6 X−

2 X−
1 X+

5 X+
1 6 B-move

4 X+
1 X+

2 X−
6 X−

2 X−
1 X+

6 X+
1 7 B-move

5 X+
1 X+

2 X−
5 X−

2 X+
4 X+

1 6 not BC

6 X+
1 X+

2 X−
5 X−

2 X+
3 X+

1 5 B-move

7 X+
1 X+

2 X−
5 X−

2 X−
1 X+

5 X+
1 7 B-move

8 X+
1 X+

2 X−
5 X−

2 X−
1 X+

6 X+
1 6 B-move

9 X+
1 X+

2 X−
3 X−

2 X+
4 X+

1 6 not BC

10 X+
1 X+

2 X−
3 X−

2 X+
3 X+

1 6 not BC

11 X+
1 X+

2 X−
4 X−

1 X+
3 X+

1 6 not BC

12 X+
1 X+

2 X−
4 X−

1 X+
5 X+

1 5 B-move

13 X+
1 X+

2 X−
4 X−

1 X+
6 X+

1 5 B-move

14 X+
1 X+

2 X−
4 X−

1 X−
2 X+

4 X+
1 8 not BC

15 X+
1 X−

7 X−
2 X+

3 X+
1 4 X+

4

16 X+
1 X−

7 X−
2 X−

1 X+
5 X+

1 5 p4 +X+
3

17 X+
1 X−

7 X−
2 X−

1 X+
6 X+

1 5 B-move

18 X+
1 X−

7 X−
2 X−

1 X+
7 X+

1 7 not BC

19 X+
1 X−

7 X−
2 X−

3 X−
4 X+

7 X+
1 7 B-move

20 X+
1 X−

7 X−
2 X−

3 X+
2 X+

7 X−
1 X+

3 X+
1 11 not BC

21 X+
1 X−

7 X−
2 X−

3 X+
2 X+

7 X−
1 X+

5 X+
1 10 not BC

22 X+
1 X−

7 X−
2 X−

5 X+
2 X−

4 X−
1 X+

3 X+
1 10 not BC

23 X+
1 X−

7 X−
2 X−

5 X+
2 X−

4 X−
1 X+

5 X+
1 11 not BC

24 X+
1 X−

7 X−
2 X−

5 X+
2 X−

4 X−
1 X+

6 X+
1 10 not BC

25 X+
1 X−

7 X−
2 X−

5 X+
2 X+

7 X−
1 X+

3 X+
1 10 not BC

26 X+
1 X−

7 X−
2 X−

5 X+
2 X+

7 X−
1 X+

5 X+
1 11 not BC

27 X+
1 X−

7 X−
6 X−

5 X−
3 X−

1 X+
3 X+

1 8 p4 +X−
2

28 X+
1 X−

7 X−
6 X−

5 X−
3 X−

1 X+
5 X+

1 8 B-move

29 X+
1 X−

7 X−
6 X−

5 X−
3 X−

1 X+
6 X+

1 8 B-move

30 X+
1 X−

7 X−
6 X−

5 X−
3 X−

1 X+
7 X+

1 8 B-move
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c(ℓ) type

31 X+
1 X−

7 X−
6 X−

5 X−
3 X−

4 X+
7 X+

1 8 X+
2

32 X+
1 X+

4 X−
2 X−

1 X+
5 X+

1 6 X+
3

33 X+
1 X+

4 X−
2 X−

1 X+
6 X+

1 6 not BC

34 X+
1 X+

4 X−
2 X−

1 X+
7 X+

1 6 not BC

35 X+
1 X+

4 X−
2 X−

3 X+
4 X+

7 X+
1 6 not BC

36 X+
1 X+

4 X−
2 X−

3 X+
2 X+

7 X−
1 X+

5 X+
1 10 not BC

37 X+
1 X+

4 X−
2 X−

5 X+
2 X−

4 X−
1 X+

5 X+
1 12 not BC

38 X+
1 X+

4 X−
2 X−

5 X+
2 X−

4 X−
1 X+

6 X+
1 11 not BC

39 X+
1 X+

4 X−
2 X−

5 X+
2 X+

7 X−
1 X+

5 X+
1 11 not BC

40 X+
1 X+

4 X−
2 X−

6 X+
2 X−

3 X−
1 X+

5 X+
1 10 not BC

41 X+
1 X+

4 X−
2 X−

6 X+
2 X−

3 X−
1 X+

6 X+
1 11 not BC

42 X+
1 X+

4 X−
2 X−

6 X+
2 X−

3 X−
1 X+

7 X+
1 10 not BC

43 X+
1 X+

4 X−
2 X−

6 X+
2 X−

4 X−
1 X+

5 X+
1 11 not BC

44 X+
1 X+

4 X−
2 X−

6 X+
2 X−

4 X−
1 X+

6 X+
1 12 not BC

45 X+
1 X+

4 X−
2 X−

6 X+
2 X+

7 X−
1 X+

5 X+
1 10 not BC

46 X+
1 X+

3 X−
1 X+

6 X+
1 5 X+

5

47 X+
1 X+

3 X−
1 X+

7 X+
1 5 not BC

48 X+
1 X+

3 X−
1 X−

4 X+
2 X+

1 6 not BC

49 X+
1 X+

3 X−
1 X−

3 X+
2 X+

1 6 not BC

50 X+
1 X+

3 X−
2 X−

3 X−
4 X+

7 X+
1 7 B-move

51 X+
1 X+

3 X−
2 X−

5 X+
2 X−

4 X−
1 X+

6 X+
1 10 not BC

52 X+
1 X+

3 X−
2 X−

6 X+
2 X−

3 X−
1 X+

6 X+
1 11 not BC

53 X+
1 X+

3 X−
2 X−

6 X+
2 X−

3 X−
1 X+

7 X+
1 10 not BC

54 X+
1 X+

3 X−
2 X−

6 X+
2 X−

4 X−
1 X+

6 X+
1 11 not BC

55 X+
1 X+

3 X−
2 X−

7 X+
2 X−

3 X−
1 X+

6 X+
1 10 not BC

56 X+
1 X+

3 X−
2 X−

7 X+
2 X−

3 X−
1 X+

7 X+
1 11 not BC

57 X+
1 X+

3 X−
2 X−

7 X+
2 X−

4 X−
1 X+

6 X+
1 10 not BC

58 X+
1 X+

5 X−
1 X+

7 X+
1 5 X+

6

59 X+
1 X+

5 X−
1 X−

4 X+
2 6 not BC

60 X+
2 X−

7 X−
2 X−

5 X+
2 5 X−

6

61 X+
2 X−

7 X−
2 X−

3 X+
2 5 not BC

62 X+
2 X−

7 X−
2 X−

1 X+
4 X+

2 6 not BC

63 X+
2 X−

7 X−
2 X−

1 X+
7 X+

2 6 not BC

64 X+
2 X−

7 X−
2 X+

3 X+
5 X+

6 X+
7 X+

2 8 B-move

65 X+
2 X−

7 X+
4 X+

3 X−
1 X−

3 X+
2 7 B-move

66 X+
2 X−

7 X+
4 X+

3 X−
1 X−

4 X+
2 6 not BC

67 X+
2 X−

7 X+
4 X+

3 X−
1 X−

7 X+
2 7 B-move

68 X+
2 X−

7 X+
4 X+

3 X+
5 X+

6 X+
7 X+

2 8 X+
1
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c(ℓ) type

69 X+
2 X−

6 X−
2 X−

3 X+
2 5 X+

5

70 X+
2 X−

6 X−
2 X−

1 X−
4 X+

2 6 not BC

71 X+
2 X−

6 X−
2 X−

1 X+
7 X+

2 5 B-move

72 X+
2 X−

6 X−
2 X+

3 X+
5 X+

6 X+
7 X+

2 8 B-move

73 X+
2 X−

5 X−
2 X−

1 X−
4 X+

2 6 X−
3

74 X+
2 X−

5 X−
2 X−

1 X+
7 X+

2 5 p4 +X−
3

75 X+
2 X−

5 X−
2 X+

3 X+
5 X+

6 X+
7 X+

2 7 B-move

76 X+
2 X−

3 X−
2 X+

3 X+
5 X+

6 X+
7 X+

2 8 p4 +X−
1

77 X+
2 X−

3 X−
1 X+

7 X+
2 4 X−

4

78 X−
7 X−

6 X−
5 X−

3 X−
1 X+

3 X+
4 X+

7 8 X−
2

79 X−
7 X−

6 X−
5 X−

3 X−
4 X+

7 X+
6 X+

5 X+
3 X+

4 X−
7 20 not BC

80 X−
2 X−

3 X−
4 X+

7 X+
6 X+

5 X+
3 X+

7 8 X−
1

最後に少し内輪話を。当初の候補は 3個あってそれはK5-35，K6-063，K6-137

でした。C-既約かどうかを順に調べていってK5-35とK6-063はリストの順番で割
と早い所でC-moveが見つかりました。K6-137もやっぱり存在するのかな，石井
さんに「候補はある」と言った手前頂点数 7を調べなくちゃいけないかな，などと
思って調べていたので，最後までやって見つからなかったときはうれしかったで
す。まあ反例があるのを喜ぶべきかどうかは分かりませんが . . .。
K5-35，K6-063でそのときまで C-moveを見つけられなかった言い訳をしてお
くと，どちらの bridgeもあるラベル辺に 3回ぶつかる bridgeでざっと見て ℓ∩ τ(ℓ)

が発生する様に誤解して実際に詳しく調べていませんでした。教訓は実際に変形
してみなくては分からないということでしょうか。
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