
DS–knot 予想について (3)

河野正晴 (北見工業大学)

1 予想と現状
この noteは「DS–knot予想について」([7 ])，「DS–knot予想について (2)」([9 ])

の続きである。DS–knot予想とは次であった。

DS–knot予想
C–既約なDS–diagramのDS–knotは homotopic zeroではない。

DS–knot予想の結論を「trivial knotでない」に弱めた予想を弱いVersionのDS-

knot予想と呼ぶ。[ 7 ]では少し強い仮定のもと (強 C-既約)でこの弱いVersionの
DS-knot予想の証明を試みた。ここではその続きを考える。多様体はすべて向き
付け可能とする。
用語・定義等は [ 1 ]，[ 2 ]，[ 6 ]，[ 8 ]を参照のこと。

状況設定は [ 7 ]，[ 9 ] と同様である。即ち反例があるとして議論を進める。
強C-既約な DS–diagram Σ = (S2, G, f) に trivialなDS-knot kを含むものが存
在すると仮定する。kは tirivial なのでM = M(Σ) 内で kを境界にもつ 2-disk D

が存在する。(Σ, k,D)はこの様なもの中で複雑度 c(Σ, k,D) = (c(Σ), c(D))が最小
なものとする。L = f−1(D) ∩ S2は 1個の arcと何個かの loopからなるが，これ
を [ 9 ]では nodeと呼んだ。以下 nodeは loop型のみを扱うので，nodeと書いたら
loop型を仮定する。

[ 7 ]では次を示した。

(1) T = D ∩ f(S2)は連結である。

(2) U を境界 ∂Dと隣接しないD − T の成分とすると U は 2–diskである。

(3) Lの各 nodeは 1-node，2-node，3-nodeおよび 4-nodeではない。

(4) 5-nodeは normalである。
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(5) L1を 5-node, L2をnormal node (nodeがbridgeとしてnormal)とすると，L1

と L2がラベル共有することはない。特に 2つの 5-node がラベル共有するこ
とはない。

(6) nodeの中に 5-nodeは存在する。

[ 9 ]では innermostな 6-nodeについて考察した。

この noteでは 5-nodeについて考察する。そのために次の節ではいくつかの補題
を用意する。

2 いくつかの補題
この節ではDS–diagramは複雑度最小の反例ではなくC-既約性のみを仮定する。

補題 2.1 C-既約なDS–diagram Σにnon-trivial 2-bridgeが存在すればΣ ∼= Σ(p, 1)

である。

この補題は [ 6 ]の命題 5.1を少し改良したものである。証明は [ 6 ]命題 5.1の証明の
図を見れば分かる ([6 ]を書いたときこれに気付かなかった不明を恥じています)。
ここでΣ(p, q)は lens space L(p, q)の横山の標準形 ([11 ],[ 12 ]) である。

補題 2.2 C-既約なDS–diagramに non-trivial 3-bridgeが存在すれば，non-trivial

2-bridgeが存在するか，bridgeと交わる Σの辺の 1つは退化辺である。同じラベ
ルの退化辺 3つは連続しているが，交わる退化辺は真ん中の辺である。
特にC-既約なDS–diagramには非退化 3-gonが存在しない。

この補題は [ 6 ]の命題 6.1の弱い versionである。

補題 2.3 C-既約なDS–diagram Σ = (S2, G, f) の f(G) が 1つの辺で接続する 2

つの退化辺を含めばΣ(5, 1)，Σ(7, 2)または L(8, 3)である。
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f(G) (の一部)が前図の様になっているとする。ΣはC-既約なのでDS–diagram

上で 4つのラベル 1頂点は 3つのラベル b1辺によって結ばれている。すなわち次
図の様になっている。
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DS–diagramに図右の部分が存在するとき，その部分を図左に変えたDS–diagram

も存在する。この変形を switchと呼び，この逆変形も switchと呼ぶ。
図左から得られた DS–diagramを switchすると図右から得られる DS–diagram

が出てくる。よって我々は図左で議論をする。
ラベル b2辺も退化辺なので 4つのラベル 2頂点を結んでいる。ラベル 2頂点の

3個はラベル a1辺の端点である。ラベル b2を図に書き入れる。いくつかの場合が
あるが 1つの場合のみ描くと例えば次図の様になっている。
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DS–diagramにはラベル a0辺およびラベル a2辺と交わる 3つの 2-brigeが存在
する。ΣはC-既約なのでこれらの 2-bidgeは trivialである。すなわちラベル a0辺
とラベル a2辺は同じ辺であり，Σの頂点数は 2である。この図の場合Σは非退化
2-gonをふくむのでC-既約ではない。
他の場合も同様に頂点数が 2であることが分かり，Σ(5, 1),Σ(7, 2),Σ(8, 3)のい
ずれかになる。

補題 2.4 C-既約なΣに proper 5-gonが存在し，その 5-gonに退化辺が 2つ隣接し
ているときΣはK5− 35, K5− 36, K5− 38のいずれかである。K5− ∗がどの様
なDS–diagramであるかは [ 10 ]を参照のこと。
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以下 properな 5-gonをX+
0 とする。5-gon の頂点のラベルを順に 1, 2, . . . , 5とし

ラベル i頂点を始点とする 5-gonの辺のラベルを aiとする。ラベル i頂点を始点と
するラベル aj辺以外の辺のラベルを biとする。X+

0 にラベル ai辺で隣接する面を
X+

i とする。
ラベル b1辺が退化辺とする。補題 2.3よりラベル b2, b5辺は退化辺ではない。対
称性よりラベル b3辺が退化辺であるとしてよい。このときDS–diagramは次図ま
たはこのDS–diagramから 1回または 2回 switchしたものである。
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このDS–diagramには 4-bridge が存在するが，この bridgeは properである。
最初にこの bridgeが trivialな場合を考える。trivialな 4-bridgeの内部には頂
点が 0個または 2個存在するが，bridgeの内部にラベル 5頂点が存在するので頂
点は 2個である。このとき DS–diagramを完成させると次図の様になる。次図の
DS–diagramはK5− 35およびK5− 38である。
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次に 4-bridgeが trivialでない場合を考える。4-bridgeが normalでない場合はC-

既約ではないので 4-bridgeは normalである。このとき次図の様になっており，ラ
ベル x辺で自己隣接する面が存在する。よってDS–diagramはC-既約でない。
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以上により得られるDS–diagramはK5−35, K5−38を switchしたものに限る。
よってDS–diagramはK5− 35, K5− 36, K5− 38である。

• •//
a1

•

�� b2

• oo
a5

•

��b1

(I)

1 2

51

• •//
a1

•

�� b2

• //
a5

•

� �b1

(II)

1 2

15

• •//
a1

•

�� b2

• oo
b

•

��b1

(III)

1 2

pp

上図左またはその対称形 (ラベル b2辺が退化辺)をタイプ (I)と呼ぶ。上図中ま
たはその対称形をタイプ (II)，上図右をタイプ (III)と呼ぶ。

補題 2.5 proper 5-gonに隣接するX+
1 が 4-gonのときX+

1 は，proper，タイプ (I)，
タイプ (II) またはタイプ (III)である。

X+
1 が properでないとする。X+

1 にラベル 1頂点およびラベル 2頂点が 1個しか
ないときタイプ (III)である。
X+

1 にラベル 1頂点が 2個，ラベル 2頂点が 2個存在するとき f(G)において
a1, b1, b2は頂点 1と頂点 2を結ぶ 3重辺である。[ 3 ]補題 3.5よりΣはC-既約では
ない。
ラベル 1頂点またはラベル 2頂点が 2個存在するが，対称性よりラベル 1頂点が

2個存在するとする。
ラベル b1辺が退化辺のときは (I)となる。ラベル b1辺が退化辺でないときは，ラ
ベル 1頂点に接続する辺のラベルは a1, a5, b1, b2であることから (II)であることが
分かる。

補題 2.6 DS–diagramに proper 5-gon が存在し，2つ以上のX+
i が non properの

ときK5− 35, K5− 36, K5− 38, K6− 105のいずれかである。

タイプ (I)，(II)，(III)のまわりを描くと次図の様である。
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タイプ (I)が 2つあるとき補題 2.4よりK5− 35, K5− 36, K5− 38である。
タイプ (I)が 1つのとき 4-gonはX+

1 で前図の様だとする。
もう一つのタイプが (II)の場合を考える。X+
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5 がタイプ (II)というこ

とはない。X+
3 およびX+

4 がタイプ (II)のときは次図の様になる。ラベル b5辺ま
たはラベル c2辺と交わる 1-bridgeが存在するのでC-既約でない。
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もう一つのタイプが (III)の場合を考える。X+
2 およびX+

5 がタイプ (III)という
ことはない。
X+

3 がタイプ (III)のときは次図の様になる。図にある様にDS–diagramには 3-

bridgeが存在する。この 3-bridgeが non-trivialのときは補題 2.2より矛盾。よっ
て 3-bridgeは trivialである。trivialのときラベル a3を 1辺とする非退化 3-gonが
存在しやはりC-既約でない。
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4 がタイプ (III)のときは次図の様になる。図にある様にDS–diagramには 1-

bridgeが存在するのでC-既約ではない。
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タイプ (II)が 2つ存在するときを考える。1つがX+
1 とする。X+

3 がタイプ (II)

のときX+
2 がタイプ (II)である。X+

4 がタイプ (II)のときX+
5 がタイプ (II)であ

る。対称性よりX+
2 がタイプ (II)とする。このとき次図の様に 3-bridgeが存在す

るので補題 2.2よりDS–diagramはC-既約でない。
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タイプ (II)とタイプ (III)が存在するときを考える。X+
1 がタイプ (II)とする。

X+
2 とX+

5 はタイプ (III)にはならない。最初にX+
3 がタイプ (III)のときを考える。

このとき次図の様になっている。いずれの場合もDS–diagramには 4-bridge が存
在する。この 4-bridgeは properである。
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4-bridgeが non-trivialなとき 4-bridgeでS-moveして得られるDS–diagramには
4-bridgeで分離される 5-point以上の面が存在するよってDS–diagramはC-既約で
ない。
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4-bridgeが trivialな場合 bridgeの内部に存在する頂点は 0個または 2個であ
る。内部に頂点がない場合 DS–diagramは次図の様になる。左の DS–diagramは
K6 − 105で C-既約である。右はK6 − 098であり，C-既約ではなくK5 − 46に
reduceできる。
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4-bridge内に頂点が 2個存在する場合次図の様になる。properな 5-bridgeが存
在する (点線で描いてあるもの)。W+は 5-bridgeにより分離され 6-pointなのでC-

既約でない。
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X+
4 がタイプ (III)の場合は次図の様に 1-bridgeが存在するのでC-既約でない。
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最後にタイプ (III)が 2つの場合を考える。X+
1 がタイプ (III)であるとする。X+

2

およびX+
5 はタイプ (III)にはならない。次図はX+

3 がタイプ (III)のDS–diagram

である。いずれも 3-bridgeが存在する。この 3-bridgeはproperなので非退化 3-gon

が存在する。よってDS–diagramはC-既約でない。X+
4 がタイプ (III)の場合も同

様に 3-bridgeが存在するので命題が示された。
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oo
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3 5-nodeと4-gon

この節ではΣは強C-既約なDS–diagramで複雑度最小の反例とする。前節でで
てきたDS–diagram Σ(p, q), K5−∗, K6−∗は予想の反例にならないことが知られ
ている。
5-nodeは normal bridgeなので nodeのまわりは次図の様になっている。5-node

をL0とする。nodeの各辺のラベルをα1, . . . , α5とする。ラベル bi辺の終点のラベ
ルを viとする。X+

0 の貼りあう相手X−
0 のラベル i頂点を始点とするラベル ai辺

でない辺のラベルを ciとし，ラベル ci辺の終点のラベルをwiとする。L0とラベ
ル ai辺をラベル共有する nodeを Liとする。Liのラベル αi辺の αiの向きに次の
辺のラベルを βiとする。
この noteではX+

i に 4-gonになるものが存在する場合を考える。ここでの議論
ではすべての nodeは 6以下であることを仮定する。
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次がこの noteのmainの結果である。

命題 3.1 X+
i が 4-gonのときタイプ (III)である。

ここで 2つのmove (normal nodeの移動, proper 4-gonの移動) ついて復習して
おく。
bridge ℓで S-moveを行い，得られたDS–diagramの面W+でG-moveを続けて
行う変形を [ℓ,W+]と書くことにする。
5-node L0にごく近い平行な loopで外側にあるものを ℓとする。[ℓ,X+

0 ]をnormal

bridgeの移動と呼ぶ。この変形はB-move (頂点数を変えない変形)であり，DS–

diagram自身は変えないが，X+
0 のまわりにあった brdige L0をX−

0 のまわりに移
動する。この変形を [L0, X

+
0 ]とも書くことにする。このmoveの副作用として Li

のラベル αi辺が隣接面に移動する。
以下 nodeに平行な bridgeでS-moveするとき簡単のために nodeでS-moveする
様な記述をする。切り取られる面も ℓで切り取られた面とL0で切り取られた面は
異なるが，これも混同して書く。
ℓでS-moveする変形を [ℓ]と書く。[ℓ]，[ℓ,X+]などの変形を行って得られるDS–

diagramをこれも混同を許して [ℓ]，[ℓ,X+]などと書く。

•//d3

•

�� d4

• oo
d1

•

OOd2

????????
__

e3

��������

??e4

????????

��e1

��������
��
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R+
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1

R+
2

R+
3
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4
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R+を proper 4-gonとする。4-gonの境界と平行で少し外側にある loopを ℓとす
る。4-gonと隣接する面から ℓが切り取る 4-gonの境界に隣接する面は 4つあるが
これをRiとする。[ℓ, R+

i ]を行うとこの場所の 4-gonがなくなり (R+
2 , R

+
4 の場合は

4-gonが横につぶれ，R+
1 , R

+
3 の場合は 4-gonが縦につぶれた形になる)，別の場所

に発生する。この変形を proper 4-gonの移動と呼ぶ。この変形はB-moveであ
る。変形 [ℓ, R+

1 ]と変形 [ℓ, R+
3 ]は同じ変形であり変形 [ℓ, R+

2 ]と変形 [ℓ, R+
4 ]は同じ

変形である。
ℓとLが 2p個の点で，∂X+とLが 2q個の点で交わっているとき，変形 [ℓ,X+]

をおこなったときDの複雑度 c(D)は 2(p − q)だけ変化する。ℓが nodeの場合は
Lとは交わらないので p = 0である。即ち bridgeが nodeときは面がLと交わって
いればDの複雑度 c(D)は下がる。proper 4-gonの移動の場合 4-gonの対辺をLが
通っている場合Lと交わるR+

i での変形の場合 c(D)は変わらないが，Lと交わら
ないR+

i での変形の場合 c(D)は 2つ増える。

以下X+
1 が 4-gonだとする。

X+
1 が properのとき proper 4-gonの移動を行うと 4-gonがなくなりL0は 4-node

になる。よってΣは強C-既約でない。

最初にX+
1 がタイプ (I)の場合を考える。

L5のX+
2 におけるラベル β4辺が (A) ラベル b3辺と交わる場合と，(B) 交わら

ない場合に分ける。
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case (A)が起こらないことを示す。case (A) が起こっているとする。
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最初に (a)ラベル β5辺がラベル b5辺と交わる，または (b)ラベル β5辺がラベル
d5辺と交わる，の 2つの場合しかないことを示す。
そのためにL5のラベル β5辺がラベル b5辺およびそれと隣接するラベル d5辺と
交わらないと仮定する。L5およびその辺とラベル共有する辺がX+

5 から切り取る
面をW+

5 とする。W+
5 は 7-gon以上である。
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ii
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v5 = 5のとき proper 5-gonに隣接する退化辺が 2つ存在する。これは前節で処
理済みである。また v5 = 1とはなれない。同様に u = 1となれない。u = 5のと
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きX+
5 にラベル 5頂点が 2つX−

5 にもラベル 5頂点が 2つ，X−
0 にラベル 5頂点が

1つある。これらのなかのどれかは同じ頂点ということからC-既約でないことが
分かる。
u = v5のとき d5は退化辺となる。このときいくつかの場合があるがいずれも

3-bridgeが存在し，この bridgeが trivialなことから，あるX+
i が 3-gonになりC-

既約でない。
よってW+

5 は 6-point以上であり L5によって分離される。6-pointのとき変形
[L5,W

+
5 ]はC-moveかB-moveである。W+

5 (カットするbridgeはL5と平行なもの)

はLの成分 (ずらす方向によりラベルα5辺またはラベル β5辺)を含むので c(D)が
下がる。よって場合は (a)または (b)のみである。

case (a)を考える。L5の辺L5 ∩X+
4 がラベル b4辺と交わると 1-bridgeが存在す

るのでラベル b4辺とは交わらない。このとき 3-bridgeが存在する。
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3-bridgeが trivialのときL5がX+
4 から切り取る面をW+

4 とする。v4 ̸= 4, 5なの
でL5でS-moveしたDS–diagramでW+

4 は 6-pointでLの成分を含むので [L5,W
+
4 ]

の複雑度は小さくなる。
3-bridgeが non-trivialのとき 3-bridgeは 4-pointであり，3-bridgeで分離される

5-point以上の面が存在する。以上により (a)は起こらない。
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case (b)のとき 4-bridgeが存在する。
4-bridgeが trivialの場合を考える。
内部に頂点がないときL5がX+

4 から切り取る面をW+
4 とする。v5 ̸= 4, 5なので

L5でS-moveしたDS–diagramでW+
4 で 6-pointでありLの成分を含む。[L5,W

+
4 ]

は複雑度が小さくなる。
内部に頂点が 2つあるときX+

4 は 5-gonである。頂点の中に同じラベルの頂点が
あれば矛盾が生じるのでX+

4 は 5-pointである。L5で S-moveしたDS–diagramで
はX+

4 は 6-pointであり Lの成分を含む。[L5, X
+
4 ]は複雑度が小さくなる。

次に 4-bridgeが non-trivialのときを考える。
4-bridgeが properのとき, X−

4 が 4-bridgeの内部にあれば，X+
4 から 4-bridgeに

よって切り取られる面W+
4 は 4-bridgeによって分離され，4-bridgeの外部にあれ

ばX+
4 はL5によって分離される。このとき [4-bridge,W+

4 ]または [L5, X
+
4 ]は複雑

度が小さくなる。
4-bridgeが properでないとき 5-pointである。いくつかの場合があるが，L5が

X+
2 , X

+
5 から切り取る面はL5とラベル共有する辺を含めると，[L5]では 6-pointで

ある。また 4-bridgeを ℓとすると ℓがX+
2 , X

+
5 から切り取る面はが ℓとラベル共有

する辺を含めると，[ℓ]では 6-pointである。X−
2 , X

−
5 が ℓの内部にあれば ℓによっ

て分離され，ℓの外部にあれば L5によって分離される。前と同様に複雑度が小さ
くなる。以上により (A)は起こらない。

次に case (B)を考える。v3 ̸= 3, 2, 5なのでL5がX+
2 から切り取る面をW+

2 とす
ると，W−

2 が L5の外側にあるとき [L5,W
+
2 ]は複雑度が減少している。

よって X+
2 が L5の内側にあるとする。このとき normal bridgeの移動を行い，

X+
0 で議論したことをX−

0 で行うとこのときも case (B)しか起きない。よって Σ

は次図の様になっている。X−
2 が L5の内側にあるとき Y −

4 も L5の内側にある。
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normal bridgeの移動を行ったDS–diagramで考える。L1が Y +
4 から切り取る面

をV +
4 とするとV +

4 はL1によって分離される。[L1, V
+
4 ]は複雑度が小さくなる。以

上で (I)が起きないことが分かる。
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(II)の場合を考える。X+
2 が 5-gonのとき次図右の様になっており，5-bridgeが

存在するのでこれを ℓとする。
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5-bridge ℓがX+
2 から切り取る面をW+

2 とする。ℓがLと交わらなければ [ℓ,W+
2 ]

は複雑度が小さい。
ℓと Lが交わりがある場合，LのX+

1 と交わらない成分は isotopyで ℓとの交わ
りを消すことができる。このとき L0は変化しない。X+

0 と交わる L0以外の Lの
成分はW+

2 とも交わる。またW+
2 はそれ以外に L0とも交わる。[ℓ]を行ったとき

c(D)は ♯(ℓ∩L)増えるがW+
2 でG-moveすると ♯(ℓ∩L) + 2減る。ここで ♯XはX

の個数である。よってX+
2 は 5-gonでない。

X+
2 を 6-gon以上とする。v3 = w2のときX+

2 に退化辺が存在し 1-brigeが存在す
るので v3 ̸= w2である。X+

2 は 5-pointであり [L1]では 6-pointである。X−
1 のまわ

りは次図の様である。L1, L5で分けられる領域をR1, R2, R3とする
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X+
0 がR1, R2にあるとき [L1, X

+
2 ]は複雑度が小さくなる。

対称性よりX+
5 も 5-point以上であり [L1]では 6-pointである。X+

0 がR3にある
とき [L1, X

+
5 ]は複雑度が小さくなる。よってX+

1 ∩ L1 = /Oのときは示された。

次にX+
1 ∩ ̸= /Oのとき考える。L1はX+

5 を通る。L1がX+
5 から切り取る面をW+

5

とする。
L1がX+

5 のラベル b5辺を通らないとき，W+
5 は [L1]で 6-pointなのでラベル b5

辺を通るとしてよい。
L1のラベル β1辺がX+

2 を通るときはX+
2 は向きが逆のラベル b2辺を 2つ含む

のでX−
2 が自己隣接する。
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よってラベル β1辺はラベル b2辺と異なる辺と交わる。L1は 6-nodeなので交わ
る辺はすべてでてきている。X+

4 において L1はラベルB5辺とラベル b1辺を結ん
でいる。これとラベル共有している辺は端点がL4の内側と外側にあるので結べな
い。これは矛盾である。よって (II)は起きない。
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