
H-moveについて

河野正晴 (北見工業大学)

generalized DS-diagramのG-moveとは球面上の closureが diskの面X+と他の

球面上にある closureが diskの面X−を貼り合せることで新しい generalized DS-

diagramを作り出す操作であった。

この操作を面の closureが diskでない場合にも実行すると，得られる diagramは

generalized DS-diagramにはならないが，この diagramを collapsingしていくと多

くの場合 generalized DS-diagramが得られる。

この操作をH-moveと呼ぶが，このノートではH-moveを行ったとき，得られ

る diagramは例外形でなければ generalized DS-diagram であることを示す。例外

形の表現する多様体は S3なので，S3以外の場合 generalized DS-diagramになる

ことが分かる。

また「自己隣接つぶし」がこの変形の特殊な場合と見なせることを見る。

1 G′-moveの定義

generalized DS-diagramでないものも対象にするので diagramを定義しておく。

定義 1 [diagram] S を (必ずしも連結ではない)曲面，P を 2-complex とする。

写像 f : S −→ P が次を満たすとする。

(1) S の三角形分割 S と P の三角形分割 P が存在して f : S−→P は simplicial

である。

(2) S の任意の simplex K に対し f|K は同相写像である。(simplexは境界を含

まない openなものと考える。)

(3) P の任意の面 (2-simples) X に対し f−1(X) は S の 2個の面である。この 2

つの面をX+, X−と書く。

(4) S の頂点 (0-simplex) v1，v2 が f(v1) = f(v2) となるとき，vi を端点に持つ

Sの 辺 (1-simpex) ℓi (i = 1, 2) が存在して f(ℓ1) = f(ℓ2) となる。
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(5) S の辺 ℓ1，ℓ2 が f(ℓ1) = f(ℓ2) となるとき，ℓ1 を境界に持つ Sの 面 X+と

ℓ2を境界にもつ面X−とが存在して f(X+) = f(X−) となる。

P の辺 a に対し a の点 x を任意にとる。f−1(x) が k点のとき，辺 aの 重複度

を kと定義する。この定義は点 x の選び方によらない。

P の頂点 x に対し f−1(x) が k 点のとき，頂点 x の 重複度を kと定義する。

重複度 1の辺を孤立辺，重複度 2の辺を除去可能辺，重複度 3の辺を通常辺と

呼ぶ。

Pの辺で重複度 2でない辺全体とその頂点から作られるグラフをGとする。

このときΣ = (S,G, f) を diagram という。

generalized DS-diagramはここで定義した意味での diagramである。

以下で我々が考える diagram は S が何個かの球面からなるもののみである。

S = S2
1 ∪ · · · ∪S2

pのときB = B3
1 ∪ · · · ∪B3

pし，∂S = Bと見る。f を内部は同相に

なるように Bまで拡張して，M(Σ) = B/f と定義し，M(Σ)を diagram Σ によっ

て表現される空間という。

xを f(G)の頂点または辺とする。f−1(x)の成分であるGの頂点または辺には

ラベル xが付けられていると考える。

generalized DS-diagram (S,G, f)を考える。S の面X+とX−とが同じ球面上

にないときに，これらの面で球面を貼り合わせる。X の closureが (closed) disk

のときこの操作をG-moveと呼んだが，closureが diskでない場合も行い，これを

G′-moveと呼ぶ。ただし面X自身は diskと同相だとする。G′-moveは次で定義さ

れる。

定義 2 [G′-move] Σ = (S,G, f)を generalized DS-diagramとする。X を diskと

同相な f(S)の面とする。ただしX+とX−は異なる球面上にあるとする。

X±に退化自己隣接辺が存在するときは，これらのすべての辺のラベルをc1, . . . , ct
とする。ciが f(S)で張る 1辺形をZiとし，

S0 = S −
(
X+ ∪X− ∪ f−1(Z1) ∪ · · · ∪ f−1(Zt) ∪ f−1(c1) ∪ · · · ∪ f−1(ct)

)
とおく。また S ′ = S0/f|∂X+∪∂X− とする。S0から S ′ への自然な写像を π とする

とき写像 f ′ : S ′ −→ f(S0) で f|S0 = f ′ ◦ π を満たすものが存在する。
f ′ : S ′ −→ f ′(S ′) に対し重複度 2でない辺の逆像全体とその頂点から作られる

グラフを G′ とおく。

このときΣ′ = (S ′, G′, f ′)とおき，ΣからΣ′を得る操作をG′-moveと呼ぶ。

G′-moveの定義において f−1(Zi)等を除かなければM(Σ′) ∼= M(Σ)は成立せず，

M(Σ′)はM(Σ)と t個の S3の disjoint unionになる。

X+とX−は隣接しないので，∂X±の退化辺がジグザグ型になることはなく，退

化自己隣接辺のラベルの closure ciは f(S)で 1辺形を張る。即ち ciに対し ∂Zi = ci
となる f(S)の 1辺形Ziは必ず存在する。
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命題 3 generalized DS-diagram Σから G′-moveで得られる Σ′ = (S ′, f ′, G′)は

diagramであり，S ′の各成分は球面である。辺の重複度は 3以下であり，頂点の重

複度は 4以下である。

証明 Sの三角形分割 Sと f(S)の三角形分割Pで f : S −→Pが simplicialであ

るものを考える。このとき Sの 1-skeletonはGを含む。

π(∂X+)または π(∂X−)と交わらない simplexに関しては f ′は f と同じなので，

simplex Kに対し f ′|Kは同相写像である。辺または頂点が f ′で同一視されるとき，

f で同一視されているので条件 (4),(5)も満足する。

π(∂X+)または π(∂X−)に含まれる simplexに対しても，πでの同一視は，辺上

の 1点が πで同一視されるときその辺上のすべての点が同一視されることから，

simplexに制限したものは同相写像であることが分かる。

(A)非自己隣接辺

pX+ Y +
1

pY +
2 X− pY −

1 Y −
2

�
�
�
�
�
�

pY +
2 Y +

1

�
�
�
�
�
�

pY +
2 Y +

1

(B)自己隣接辺

pX+ X+ pY +
1 X− pX− Y −

1

pY +
1 Y −

1

図 1

条件 (4)の成立は明らかなので，条件 (5)を見る。S ′の辺 ℓ1, ℓ2が f ′(ℓ1) = f ′(ℓ2)

となるとする。ℓiを境界とする面がX±, Y ±
i 意外に共に存在するときは成立する。
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この様なX±, Y ±
i が存在しないのは辺が自己隣接辺の場合のみである。ℓiが退化辺

でなければ，π−1(ℓi)の中に境界にX±, Y ±
i 以外の境界になっているのもが存在す

る。ℓiが退化辺の場合自己隣接退化辺なので，S ′からすでに除かれているはずで

ある。よって条件 (5)も成立する。

f ′(S ′)の面は f(S)の面からX,Z1, . . . , Ztを除いたものなので，f ′(S)の面Xに

対し f ′−1(X)は S ′の 2個の面からなる。

f ′での同一視は，πで同一視し f ′で同一視したものが，fでの同一視なので，あ

たらな同一視は行っていない。よって各頂点および各辺の重複度は f の重複度以

下である。

S ′が曲面であることを見るには，S ′の各点の近傍が open diskであることを見

ればよい。vを Sの点とし，π(v)の近傍の様子を見る。v ∈ S − (∂X+ ∪ ∂X−)の

ときは π(v)の近傍は Sにおける vの近傍と同じであり open diskである。

vが ∂X+∪∂X−の辺上の点のときは図 1の様になっている。破線は除去可能辺，

2重点線は孤立辺を表す。vが属している辺が ∂X+および ∂X+の自己隣接辺でな

い辺の πによる像のときは (A)，自己隣接辺のときは (B)の様になっておりいずれ

も近傍は open diskである。
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図 2

vが ∂X+∪∂X−の頂点の場合を考える。vが ∂X+∪∂X−の自己隣接辺の端点で

ない場合は図 2の様になっている。破線は重複度 2の辺 (除去可能辺)を表す。π(v)

の近傍は open diskである。このとき π(v)はG′の頂点ではない。

vが ∂X+の自己隣接辺の端点の場合を考える。最初に非退化な自己隣接辺の端

点を考える。vに隣接する ∂X+の自己隣接辺の個数は 1個または 3個である。3個

の場合，vに隣接する 3個の辺はすべて自己隣接であり，∂X−の自己隣接辺の頂

点wで f(w) = f(v)となるのものは存在しない。
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vを端点にする ∂X+の自己隣接辺が 1個の場合，∂X−の自己隣接辺の頂点wで

f(w) = f(v)となるのものが存在する場合と存在しない場合がある。

存在しない場合は図 3の様になっている。この点 π(v)はG′の頂点である。この

頂点のタイプを (11)と呼ぶ。除去可能辺は三角形分割にするために存在している

ようなものなのでタイプを考えるとき考慮にいれない。タイプ (11)は同じラベル

を持つ 1組の通常辺と孤立辺 1個の端点になっている頂点である。
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図 3
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図 4
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f(w) = f(v)となる頂点でwで ∂X−の端点になるものが存在する場合は図 4の

様になっている。

π(v)は孤立辺上の点であるが，G′の頂点ではない。G′の頂点にならない点のタ

イプを (∗)と呼ぶことにする。
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図 5
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vが ∂X+の 3個の自己隣接辺の端点になっているとき，図 5の様になっている。

この点はG′の頂点であるが，この頂点のタイプを (31)と呼ぶ。同じラベルを持つ

1組の通常辺と 3個の孤立辺の端点になっている頂点である。

退化自己隣接辺の端点になっている場合，最初の注意より退化辺を境界にもつ

面Z±
i が存在する。G′-moveの定義からZ±

i およびラベル ci辺を除くので図 6の様

になる。点のタイプは (∗)である。
以上によりS ′は曲面である。残っているのはS ′の連結成分が球面であることで

ある。S = S2
1 ∪ · · · ∪ S2

s とし，X+ ⊂ S2
1 , X

− ⊂ S2
2 とする。

最初に退化自己隣接辺がない場合を考える。∂X+, ∂X−ともに自己隣接辺をもた

ないときはS2
1 −X+, S2

2 −X−ともに diskなのでこのときは π(S2
1 −X+∪S2

2 −X−)

は球面である。

よって自己隣接辺が存在するとする。∂X+ の自己隣接辺のすべてのラベルを

a1, . . . , am，∂X−の自己隣接辺のすべてのラベルを b1, . . . , bnとする。

S2
1 −X+は何個かの disk Eiをラベル aj辺でつないだものである。すべてのEi

の和集合をEとする。

E1

a1

A1

• •
b1

E2

X+

a2

A2

• •
b1

E3

B1

図 7

(A) : X において ai同士，bi同士および aiと bj が隣接していない場合を考え

る。S2
1 において考える。ラベル ai辺 ℓiの近傍Ai = ℓi × [−1, 1]を考える。ただし

Ai ∩E = ∂ℓi× [−1, 1]をみたすものとする。ℓi×{ 0 }は ∂X+のラベル ai辺と考え

る。X+内に長方形領域Bi = ℓ′i × [−1, 1] を考える。ただし，ℓ′i × {−1, 1}は ∂X+

の 2つのラベル bi辺であるとする。X−のラベル bi辺は自己隣接辺なので，この

ラベル bi辺と 1点で交わるX−内の loop αiで αi ∩ αj = /O (i ̸= j) となるものが

とれる。このことからBi ∩Bj = /O (i ̸= j)ととれることが分かる。

すべての ℓi × {0}の和集合を a，すべての ℓ′i × {0}の和集合を bとする。すべて

のAiの和集合をA，すべてのBiの和集合をBとする。

このとき S2
1 −X+ = E ∪ aであるが，πはラベル bi辺を同一視する写像なので

π(S2
1 −X+) ∼= E ∪ a ∪Bと考えられる。
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∂X+のラベルと同じで biが自己隣接辺になるのでE ∪A ∪B − b ∼= X−と考え

ることができる。よって S2
2 −X− ∼= S2

1 − (E ∪A∪B − b) = S2
1 − (E ∪A∪B)∪ b

となる。これを πで移すことはAのなかで ℓi × {−1}と ℓi × {1}を貼り付けるこ
となので，π(S2

2 −X−) ∼= S2
1 − (E ∪ B) ∪ a ∪ bとなる。よって退化自己隣接辺を

含まない場合は球面になる。
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rrrr
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b3


b3

MMMM
B

図 8

(B) : X+においてラベル ai辺同士が隣接している場合，1つの頂点に 3個のラベ

ル ai頂点が接続している。このとき図 8左の様に 3個のAiを (図ではA1, A2, A3)

をその境界の一部を共有するように選ぶ。

X−においてラベル bi辺辺同士が隣接している場合，1つの頂点に 3個のラベル

bi頂点が接続している。X+において対応するラベル bi辺を見ると 3つのラベル辺

が 2個ずつ隣接している。このときは 3個のBiをその境界の一部を共有するよう

に選ぶ。

ラベル ai辺とラベル bj辺が隣接している場合もAi とBjがその境界の一部を共

有するように選ぶ。

A,Bをこのように選ぶと，自己隣接辺が隣接する場合も自己隣接辺が隣接しな

い場合と同様に示すことができる。

次に退化自己隣接辺を含む場合を考える。

X−が自己隣接辺を含むとき図 6上の様になっているが，図 6の p1, p2を d1, e1
とおく。X+に退化自己隣接辺があるときは図 6でX+とX−を入れ替えた図にな

るが，このときも同様に p1, p2を d1, e1とおく。同様に退化自己隣接辺に隣接する

辺と同じラベルを持つ辺は ai, biではなく，dk, ekと呼ぶ。

各 ai, bjに関して前述の操作を行い。A,Bを作成しておく。

各 kについて次の変形を行う：X−に退化自己隣接辺のあるときは，X+にある

Z+
k , Z

−
k よび 2つのラベル ck辺を取り除き，ラベル dk辺およびラベル ek辺をラベ

ル ck辺に接続していた頂点でつなぎ隣接させラベルを dk, ekから d′k, e
′
kに変更す

る。X−からラベル ck辺を取り除き，2つのラベル dk辺およびラベル ek辺の名前

を d′i, e
′
iは変更する。この操作を行った後のX+を X̃+，X−を X̃−と書く。ただし

X̃+, X̃−はお互いに同相ではない。S2
1 − X̃+は何個かのEiを ajまたは d′j · e′jでつ
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ないだものである。ただし，ラベル cj辺でカットされている可能性があるので連

結とは限らない。

X−に退化自己隣接辺 ciが存在する場合，これと 1点で交わるX− 内の loopが

存在するので，X̃+内で d′i · e′iと bが交わることはない。X̃+内にある d′i · e′iの和
集合を dとすると π(S2

1 −X+ −∪k
i=1 (f

−1(Zi) ∪ f−1(ci))) ∼= E ∪ a ∪ e ∪Bであり，

π(S2
2 −X−) ∼= S2

1 − (E ∪ B) ∪ a ∪ b ∪ eである。この場合も球面になることが分

かる。

命題 4 M(Σ′) ∼= M(Σ)が成立する。

証明 S = S2
1 ∪ · · · ∪ S2

p に対し B = B3
1 ∪ · · · ∪ B3

p とし，∂B = S と考える。
X+ ⊂ S2

1 , X
− ⊂ S2

2 とする。

B3
1 ∪B3

2から π(B3
1 ∪B3

2)への写像を定義する：∂B3
1上のX+と ∂B3

2上のX−を

f で貼り合わせる。更に各 kに対し ∂X+上または ∂X−上にあるZ+
k とZ−

k を f で

貼り合わせる。

この πは S 上の写像 πを S2
1 ∪ S2

2 に制限したものの拡張になっている。命題 3

より ∂ (π(B3
1 ∪B3

2)) は球面であり，f(Z+
k ) = f(Z−

k )の同一視で生じた handleを

f(X+) = f(X−)の同一視でキャンセルしているので，π(B3
1 ∪B3

2)は 3-ballである。

よってB′ = π(B3
1 ∪B3

2)∪B3
3 ∪· · ·∪B3

p とおくと ∂B′ = S ′であり，f(B) = f ′(B′)

となるのでM(Σ′) ∼= M(Σ)である。

2 H-moveの定義

generalized DS-diagramに G′-moveを行うと diagramが得られるが，この dia-

gramは一般には孤立辺を含み，generalized DS-diagramではない。そこで孤立辺の

まわりで同一視 (collaspingと呼ぶ)を行う。最初に孤立辺のまわりの様子を見る。

S の三角形分割はいくらでも分割可能であり，除去可能辺はいくらでも細かく
取れる。細かい細分をとった場合 collapsingをしても diagramは変わらない。ここ

では三角形分割は三角形分割になる様なものの中で極小なものとする。

命題 5 孤立辺のまわりは図 9のいずれかである。ここで実線は通常辺，破線は除

去可能辺，2重点線は孤立辺を表す。ラベルの付いている頂点はG′の頂点であり，

1 = 3であってもよいが，2 ̸= 1かつ 2 ̸= 3である。ただし (b), (g)はラベル 3頂点

に対応する点がG′の頂点の場合もある。その場合図で点にラベル 3が付いている

ものと考えることにする。

図 9 (c), (f), (g), (h)は三角形分割にはなっておらず，S は三角形分割なので図
に描かれていない Sの除去可能辺およびその頂点が面内に存在している。

証明 Σ′ = (S ′, G′, f ′)を generalized DS-diagramから G′-moveで得られた dia-

gramとし，G′には孤立辺が存在するとして，そのまわりが図 9しかないことを見

る。孤立辺は 1つの球面のみにのっていることを注意しておく。
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孤立辺としては

(1) hoop辺

(2) loop辺

(3) arc辺

の 3種類がある。

孤立辺 ℓ0のラベルを aとする。ℓ0が hoop のときG′の頂点と交わっていない。

このとき (d)または (e)である。

ℓ0辺が loopのとき，頂点のラベルを 1とする。この頂点に接続するG′の辺が存

在する。この辺の中で最も ℓ0寄りの辺を ℓ1としそのラベルを pとする。ℓ0を中心

に ℓ1と対称な位置にある辺を ℓ2とする。ℓ2のラベルも pである。ℓ1のもう 1つの

頂点のラベルを 2とする。

1 ̸= 2のとき (b)になるので 1 = 2とする。ラベル p辺は通常辺なのでもう 1つ

のラベル p辺 ℓ3が存在する。diagramの条件から ℓiの中に loopが存在するので，

ℓiの中の 2つは loopである。ℓ1, ℓ2がともに loopのとき，ℓ1, ℓ2が孤立辺をはさん

で隣接する 1-gonなので ℓ3辺に接続する面が同一視され diagramであることに矛

盾する。よって ℓ1, ℓ2の一方のみが loopである。このとき (g)である。
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ℓ0が arcのときを考える。ℓ0のラベル 1頂点でない頂点がG′の頂点の場合とそ

うでない場合とがある。G′の頂点の場合はそのラベルを 3とする。

前と同様ラベル 1頂点に接続するG′の辺の中で最も ℓ0寄りの辺を ℓ1としその

ラベルを pとする。ℓ2, 2も同様に決める。

1 = 2のときは前と同じ議論で (f)または (g)となるので 1 ̸= 2とする。ℓ0のラ

ベル 1でない頂点がG′の頂点でないか，頂点であっても 3 ̸= 2であれば (a)また

は (b)である。

よって 3 = 2とする。ℓ0, ℓ1, ℓ2のラベル 2 (= 3)頂点がすべて異なる頂点のとき

は (a)または (b)である。すべてが同じ頂点のときは (c)である。

ℓ0のラベル 2頂点と ℓi (i = 1, 2)のラベル 2頂点が同じ点のとき (f)または (h)

になる。ただし (f)は図 9の (f)においてラベル 1と 3とを，pと p1とを入れ替え

た図になる。

ℓ1と ℓ2のラベル 2頂点が同じ点のときこの頂点もある孤立辺と隣接している。

ℓ0のラベル 3頂点に隣接する通常辺に対し前述の考察を行うことにより ℓ1と ℓ2か

囲む領域の内部に (a)から (h)のいずれかが存在することが分かる。

G′-moveの結果得られた diagramに退化辺が存在する場合，図 9の孤立辺に隣

接する 2つの面の貼りあわせを行う。これを collapsingと呼ぶ。退化辺のまわりが

(a)～(h)にしたがって collapsing (a)～collapsing (h)と呼ぶ。ただし (e)を行って

も diagramに何も変化がないので，この変形は考えない。

collapsing (e)の代わりに collapsing (i)を以下で定義する；孤立辺が hoopでこれ

と平行な通常辺のhoopが存在する場合，2つの辺は annulusを張っている。孤立辺

なので，同じラベルの通常辺の hoopが反対側にも存在する。この 2つの annulus

を貼り合せる変形を collapsing (i)と呼ぶ。この変形をすると孤立辺の hoopが消

え，通常辺の hoopが除去可能辺に変わる。

collapsing (i)意外の collapsingを行うとG′の頂点のタイプが変わる。どのよう

なタイプの頂点がでてくるかに関しては証明の中で見る。

次にH-moveを定義する。diagram Σ′ = (S ′, G′, f ′)に collapsingを行うと別の

diagrmになるが，以下では変形の結果の diagramもΣ′ = (S ′, G′, f ′)と書くことに

する。

定義 6 generalized DS-diagram に対しG′-moveを行い，得られた diagramに可能

な限り collapsingを行う。この操作をH-moveと呼ぶ。

diagram ΣE = (SE, GE, fE)を例外形と呼ぶ。ここで SE = S2であり，GE は 1

個の孤立辺である hoop からなるものとする。M(ΣE) ∼= S3である。このとき次が

成立する。

定理 7 generalized DS-diagramにH-moveを行って得られるdiagramは例外形ΣE

でなければ generalized DS-diagramである。
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証明のため補題を用意する。

補題 8 collapsing (a)～(h)を行ったときのG′の頂点のタイプの変形は collapsing

(b), (d)の有限列で得られる。

証明 図 9において，ラベル 3頂点はラベル 1頂点と見なせるので，ラベル 1頂

点およびラベル 2頂点の変化を見る。

collapsing (c)のラベル 1頂点の変化形は collapsing (b)のラベル 1頂点の変化と

同じである。

collapsing (a)はラベル 2頂点を除去可能辺で結んで collapsing (b) を行った後に

collapsing (c)を行ったものと見ることができるので (b), (d)の有限列で表せる。

次には「退化している場合」の collapsing (f), (g), (h)を見る。

collapsing (f)変形は点のまわりの様子だけ見ると，pに接続するラベル 1頂点で

collapsing (b)変形を行い，引き続きラベル 1頂点をラベル 2頂点と見て collapsing

(a)変形を行ったものである。

collapsing (g)は点のまわりの様子だけ見ると，pに接続するラベル 1頂点で col-

lapsing (b)を行い，引き続きラベル 1頂点をラベル 2頂点と見て collapsing (b)を

行ったものである。

collapsing (h)は点のまわりの様子だけ見ると，a1 に接続するラベル 2頂点で

collapsingを行い (点のタイプは変わらない)，引き続き collapsing (b)を行ったも

のである。

以上により退化した場合も (b), (d)の有限列で変形した頂点のタイプになる。

collapsing (b)を行ったときのラベル 1頂点のタイプの変形を変形 (1)と呼び，ラ

ベル 2頂点のタイプの変形を変形 (2)と呼ぶ。collapsing (d) を行ったときのラベ

ル 2頂点のタイプの変形を変形 (3)と呼ぶ。

命題 9 collapsingの結果でてくる頂点のタイプは図 10およびG′の頂点ではない

Sの頂点のタイプ (∗)である。

この命題を示すためには次の 2つを示せばよい。

(1) 図 10に変形 (1), (2), (3)を行って得られるタイプは図 10の中にあるか，(∗)
のいずれかである。

(2) (0)に変形 (1), (2), (3)を行って図 10のすべてのタイプが得られる。

図 11および図 12は変形 (1)による点のタイプの変化である。図 13および図 14

は変形 (2)による点のタイプの変化である。図 15および図 16は変形 (3)による点

のタイプの変化である。

頂点のタイプの変化をまとめたのが図 17である。ただしここではG′の頂点で

ないタイプ (∗)を 3つに分けてある。(∗)1は退化辺の内部，(∗)2は面の内部，(∗)3
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は通常辺の内部のタイプである。また実線は変形 (1)，破線は変形 (2)，2重点線は

変形 (3)を表わす。よって命題 9の成立が示される。

補題 10 diagram Σ′においては有限回の collapsingしか実行できない。

証明 図 17を見ると分かるようにG′の各頂点に有限回の変形 (1), (2), (3)を実行

するとG′の頂点でなくなる。また collapsing (i)を実行すると頂点は変化せず，孤

立辺 (hoop)が 1個，通常辺 (hoop)が 1組なくなる。G′の頂点はおよび孤立辺は

有限個なので collapsingを無限回実行することはできない。

定理の証明を完成させよう。

可能な限り collapsingを行って得られる diagramをΣ′とする。

Σ′が孤立辺を持たないとき頂点のタイプはすべて (0)である。このとき diagram

は generalized DS-diagramであることが分かる。

孤立辺が存在するときこれを ℓとする。ℓ上にG′の頂点が存在するときはこの

頂点に接続する通常辺が存在するが，命題 5の証明の議論と同様にして，この中

には arc辺が存在することが分かる。このとき collapsingが可能であり仮定に矛盾

する。

よって ℓにはG′の頂点が存在せず，ℓは hoopである。G′に ℓ以外の成分が存在

しないときは diagramは例外形ΣEである。

ℓ以外にG′の成分が存在するとする。このとき ℓを境界にもつ面X+およびX−

が存在するが，∂X+にはこの hoop以外の成分 ℓ1が存在する。

ℓ1が孤立辺になることはありえないので ℓ1は通常辺である。この通常辺にG′の

頂点が存在するときは collapsing (d)が可能であり，矛盾である。よって ℓ1も hoop

である。このときは collapsing (i)が可能であり矛盾する。以上により定理が証明

された。

補題 10の証明では頂点のタイプおよび変化をすべて調べたが，証明だけなら調

べなくても次の様にできる

G′の通常辺の f ′による像となる f(G′)の辺の個数を e(G′)，G′の重複度 iの頂

点の f ′による像となる f(G′)の頂点の個数を vi(G
′)とする。Σ = (S ′, G′, f ′)の複

雑度を

c(Σ) = (e(G′), v4(G
′), v3(G

′), v2(G
′), v1(G

′))

とする。順序は辞書式順序とする。変形 (1), (2)および collapsing (i)で e(G′)は 1少

なくなる。変形 (3)では変化は点のタイプによるが (v4(G
′), v3(G

′), v2(G
′), v1(G

′))

は小さくなり，e(G′)は変わらない。よって有限回しか実行できない。
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図 17

3 DS-diagramの変形

DS-diagramは 1個の球面からなるので，H-moveを実行することはできない。

DS-diagramに対しては，S-moveを一回行い球面数 2の generalized DS-diagram

をつくり，それに対してH-moveをすることを，DS-diagramのH-moveと呼ぶこ

とにする。

H-moveの特別な場合として，「1辺形つぶし」がある。

図 18の様にDS-diagramが 1辺形を含むとき，Gと 1点で交わる 1辺形の少し

外側の loopで S-moveを行い，自己隣接する 4辺形 (図 18ではX+)でH-moveを

行うと，1辺形は消滅する。これを spine上で行う操作が「1辺形つぶし」である。

spine上で行うと collapsingがどのようになるか分かりにくいが，diagram上で見

ることで例外形でなければ generalized DS-diagramでとまることが分かる。

図 19上は [ 1 ]のDS-diagram (2-3) である。1辺形を含むので，ラベル α辺 loop
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で S-moveを行いX+でG′-moveを行うと，図 19下の様になる。唯一の孤立辺 c2
で collapsingを行うと (定義に従えば除去可能辺で分割して collapsingを 2回行う

必要がある) G′ = /Oとなる。
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この様に DS-diagramにH-moveを行った結果は例外形でなければ generalized

DS-diagramにはなるが，DS-diagramにならない場合もある。DS-diagramならな

い場合は特定できて，多様体が向き付け可能の場合，次に限る。

(1) 例外形ΣE，多様体は S3

(2) Σ(2, 1)，多様体は L(2, 1)

(3) Σ(3, 1)，多様体は L(3, 1)

(4) Σ(0, 1)，多様体は S2 × S1

(5) generalized DS-diagramの面の中に diskでない面が存在する

ただし L(p, q)は lens spaceで Σ(p, q)は p ≥ 4のときは L(p, q)の横山の標準形で

ある。p ≤ 3のときは generalized DS-diagramに拡張されたものと考える。[ 5 ]の

記法でΣ(2, 1) = Σ/O,Σ(3, 1) = Σ3W ,Σ(0, 1) = Σhとする。

(4)以外の (5)の場合簡単な generalized DS-diagramで表される多様体または

S2 × S1の connected sumになる。

以上の様に DS-diagramでないものがでてきても，primeなものに限定すれば，

よく知られたもの意外はDS-diagramを考えればよい。

最後の例として自己隣接退化辺を含む例を見よう。図 20は Seifert-Threlfallの

本の 9章の example(61節 Example 2)の octahedron spaceをDS化したものであ

る。これは [ 2 ] によりDS化されたものである。

ラベルU辺が自己隣接退化辺になっている。「退化辺つぶし」もできるのだが，そ

うすると折角の退化自己隣接辺が消えてしまうので図 20の破線の loopで S-move

を行う。図 20は破線のラベル，破線と同一視される部分などを図には書いてはい

ない。

図 21はG′-moveをする前段階として，S-moveで実線に変わる辺に α1から α6

とラベルをつけ，それと同一視される辺を書き込んだものである。ただし S-move

で 2つの辺に分けられた辺は別のラベルをつけるべきだが，そうはしていない。次

図 22では切り離されてしまった辺には別のラベルをつけてある。Xbが二つに分

かれた場合はXb1, Xb2等である。

破線で書いてあるのは ∂X+の辺のラベルを持つ辺であり，G′-moveを行うと消

える辺である。

図 22上は G′-moveを行った diagramである。破線は除去可能辺である。この

diagramは 2重点線の辺を退化辺としてもつ。これを collapsingしたのが図 22下

である。破線は coolapsingされた結果生じた除去可能辺である。

結果の DS-diagramはK4 − 17と名づけられた DS-diagramであり，多様体は

S3/P24である。
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