
geniralized DS–diagramのC–変形とリフトについて

河野正晴 (北見工業大学)

複雑度を下げる C–変形と，複雑度を上げることになるが Heegaard diagramに関連する変形で
ある「リフト」を定義し，その性質について議論する。C–変形は [ 3 ]，[ 5 ]で述べたものから変更
しました。リフトも箱根で述べたものから一部変更しました。

1. 定義

geniralized DS–diagram の定義は [ 1 ],[ 6 ] を，G–move，S–move，GS–deformation については
[ 2 ],[ 6 ]を参照して下さい。

geniralized DS–diagram Σ = (S,G, f)を考える。ここで S = S2
1 ∪S2

2 ∪ · · · ∪S2
p とする。このと

き s(Σ) = pを Σの球面数 (s–number)と呼ぶ。c(Σ) = ♯{f(v) | v ∈ V (G)}を Σの頂点数 (vertex

number)と呼ぶ。ここで ♯Aは集合Aの要素の個数を意味する。c(M) = min { c(Σ) | M(Σ) ∼= M }
がMatveev complexityである。C(Σ) = (c(Σ), s(Σ))を geniralized DS–diagramの複雑度 (com-

plexity)と呼ぶ。順序は辞書式順序とする。B = B3
1 ∪B3

2 ∪· · ·∪B3
pを 3–ballの unionとし，∂B = S

とする。f を内部では一対一になる様に Bまで拡張すると，f は BからM(Σ)への写像に拡張で
きる。τ を Σにより定まる involutionとする。以下 Σ, S, G, f, τ は断りなしに使うことがある。

X を Σの面とする。X ∩ τ(X) ̸= /Oが成立するとき，X は対隣接する (coadjacent)という。対
隣接しているとき，2つの面の (closureの)共通部分になっている辺を対隣接辺と呼ぶ。X が対隣

接する場合，対隣接辺のラベルを持つ辺が少なくとも 2つ ∂X に存在する。

X が open 2–diskとする。X が 2–diskでないとき，X は自己隣接する (self-adjacent)という。
X が自己隣接するとき，その辺の両側がともに面X である様な辺が存在する。この辺はGの辺と

しては 1つであるが，X の境界の辺と考えた場合は 2つあるものと考える。この辺を自己隣接辺
と呼ぶ。

X が対隣接または自己隣接するとき ∂X には同じラベルを持つ辺が 2つ以上存在する。逆に ∂X

に同じラベルを持つ辺が 2つ以上存在するとき，X は対隣接するか，自己隣接する。∂X に向き

をつけ境界のラベルを読んでいったとき，自己隣接の場合 2つのラベルの方向は逆になっており，
多様体の向き付け可能性を仮定すると，対隣接の場合 2つのラベルの方向は一致している。1つの
面で自己隣接と対隣接が同時に起こる場合もある。

2つのラベル A，Bが A = Bまたは A = B−1の関係にあるとき |A| = |B|と書く。頂点 vに対

し f(v)をその頂点のラベルと呼ぶ。辺 eの頂点を v1, v2とするとき，f(v1) = f(v2)となる辺を退
化辺 (degenerate edge)と呼ぶ。退化辺のラベルを Aとすると f(G)で Aはループになっている。

ラベル A辺の中にループがなければ 3つのラベル A辺は隣接している。n辺形が退化辺を含むと

き，退化 n辺形 (degenerate n–gon)と呼ぶ。
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定義 1.1 Σの面X (open 2–diskと同相を仮定)が n辺形だとする。♯{f(v) | vはX の頂点} = k

であるとき，X を k点 n辺形 (k–point n–gon)または k点形 (k–point–gon)と呼ぶ。
S2

i 上の loop ℓが以下の条件を満たすとき n–橋 (n–bridge)であるという。

(1) ℓは Σに関し general positionである ([ 2 ]参照)。

(2) ♯(ℓ ∩ G) = n。

(3) S2
i − ℓ = R1 ∪ R2 とするとき，R1 および R2 は少なくとも n − 1個の頂点を含む。

k = ♯
(
f(ℓ) ∩ f(τ(ℓ − G))

)
+ nとおく。このとき ℓを k点 n橋 (k–point n–bridge)または k点

橋 (k–point–bridge)とよぶ。またこのとき R1 および R2 を k点 n–領域 (k–point n–region)また
は k点領域 (k–point–region)または n–領域 (n–region)と呼ぶ。ℓ ∩ e ̸= /Oとなる Gの辺 eを ℓの

足 (foot)と呼ぶ。
k点 n橋 ℓに沿った S–moveで Σから得られた geniralized DS–diagramを Σ′ とする。Σ′ の中

には次をみたすm点形X が存在するとする。

(1) m > k。

(2) X ∈ R1 かつ τ(X) ̸∈ R1 が成立するかX ∈ R2 かつ τ(X) ̸∈ R2 が成立する。

(3) X および τ(X)は自己隣接しない。

この様な k 点 n橋を良い橋 (good bridge)と呼び，面 X を ℓに関する良い面 (good face)と呼
ぶ。上の条件の (2)のみ満たす面は ℓに関して分離されていると言う。良い n橋 ℓが存在するとき，

これに沿って S–moveし，良い面X でG–moveを行うと頂点数はm− k下がる。この変形を Cn–

変形 (Cn–move)と呼ぶ。また k 点 n橋 ℓが (1)の代わりに (1’) m = k を満たすとき許容可能な

橋 (admissible bridge)といい，ℓに沿って S–moveし，その後X でG–moveする変形を Bn–変形

(Bn–move)と呼ぶ。Bn–変形を行っても頂点数は変化しない。

ここで geniralized DS–diagramに名前をつけておこう。p, qを p ≥ 4，p ≥ 2qとなる互いに素な

自然数とする。このとき lens space L(p, q)を実現する DS–diagramとして横山の標準形 ([ 7 ],[ 8 ])
が知られているが，この DS–diagramを Σ(p, q)と書くことにする。これを p ≤ 3の場合にも拡
張しておく。Σ(3, 1)を球面数 1で，triple typeの hoopを 1個持つ geniralized DS–diagramとす
る。Σ(2, 1)を球面数 1で，G = /Oとなる geniralized DS–diagramとする。Σ(1, 0)を球面数 2で，
G = /Oとなる geniralized DS–diagramとする。Σ(0, 1)を球面数 1で，normal typeの hoopを 3
つ持ち，M(Σ(0, 1)) ∼= S2 × S1 となる geniralized DS–diagramとする。このとき q ≤ 3の場合も
含めM(Σ(p, q)) ∼= L(p, q)が成立する。Σ(S3; s = 3)を球面数 3で各球面上に 1 個 normal typeの
hoopをもつ geniralized DS–diagram とする。所謂「池田のアワビ」を awabiと書く。[ 5 ]で示し
た様に f(G)が 2重辺のみからなるとき DS–diagramは一意的に定まる。f(G)の頂点数が nのと

きこの DS–diagramを Σ(Q4n)と表す。

定義 1.2 Σ ̸∼= Σ(0, 1)であって Σが境界を 2つ以上持つ面を含むとき，Σは分離可能 (separable)
であるという。geniralized DS–diagram Σ = (S, G, f)が分離可能でM(Σ)が向き付け可能である
とき，次の性質をもつ loop Lが S 上に存在する。

(1) L ∩ G = /O。
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(2) L が S 上で張る disk は Gと交わる。

(3) L ∩ τ(L) = /O。

この loop L に対し B内の proper な 2–disk D,D′ で ∂D = L, ∂D′ = τ(L), D ∩ D′ = /Oとなるも
のが存在する。
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U(D) = D × [−1, 1]，U(D′) = D′ × [−1, 1]をDおよびD′の正則近傍とする。ただし τ(∂D ×
{±1}) = ∂D′ × {±1}とする。このとき S′ = S −

(
∂D × (−1, 1) ∪ ∂D′ × (−1, 1)

)
∪ D × {−1 } ∪

D ×{ 1 } ∪D′ ×{−1 } ∪D ×{ 1 }，G′ = Gとおく。S′ −G′上の involutionで τ ′を次の様に定義

する。S′ −
(
∂D × (−1, 1)∪ ∂D′ × (−1, 1)

)
上では τ と一致する。h : D → D′を x ∈ ∂Dに対して

τ(x, ε) = (h(x), ε) (ε = ±1)を満たす同相写像とするとき，D × {−1, 1 } ∪ D′ × {−1, 1 }上では
τ ′(x, ε) = (h(x), ε)が成立する。このとき geniralized DS–diagram Σ′ = (S′, G′, f ′)が定まる。

M(Σ)は連結だとする。M(Σ′)が連結のときM(Σ) ∼= M(Σ′)♯(S2 × S1) となり，M(Σ′)が非連
結のときM(Σ′) = M1 ∪M2とすると，M(Σ) ∼= M1♯M2となる。このときΣ′を 2つの geniralized
DS–diagram Σ1,Σ2に分け，M1 = M(Σ1)，M2 = M(Σ2)となる様にする。この様に Σが分離可
能なとき Σから Σ′ または Σ1 および Σ2 を作り出す操作を分離 (separation)と呼ぶ。

分離を可能な限り実行することにより次が得られる。

命題 1.3 Σが分離可能でM(Σ)は向き付け可能であるとする。このとき分離不可能な geniralized
DS–diagram Σ1, . . . ,Σn が存在して次を満たす。

M(Σ) ∼= M(Σ1)♯ · · · ♯M(Σn)♯k(S2 × S1) (k ≥ 0)

c(Σ) = c(Σ1) + · · · + c(Σn)

s(Σ) = s(Σ1) + · · · + s(Σn) − 2(n + k − 1)

以下 geniralized DS–diagramは分離不可能で，M(Σ)は連結で向き付け可能であると仮定する。

2. 1–gonの解消

1–bridge が存在することと自己隣接する面が存在することは同値である。1–gon が存在すれば
1–bridgeが存在するので，最初に 1–gonについて議論する。

命題 2.1 1–gonが存在すれば次に述べる変形により頂点数を下げることができる。

1–gonのラベルを Aとする。loopでないラベル A辺がつなぐ面を X,X ′ とする (図 2.1参照)。
このときX ′ = τ(X)である。いくつかの場合に分けて考える。
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(A) general case ： X およびX ′ が自己隣接および対隣接をしていない場合。
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図 2.1 の様に一方の 1–gon の少し外側の loop
を ℓとし，ℓのラベルを aとする。X のラベルを

B1, . . . , Bk とし，X の少し外側の loopを ℓ1 とす

る。ℓ1 のラベルを b1, . . . , bk とする。Σに ℓで S–
move を行ってできる geniralized DS–diagram を
Σ′とすると，ラベル b1辺は Σ′ではラベル a辺に

より 2つの辺 (ラベル b11辺，ラベル b12辺)に分割
される。ラベル B1辺は Σ′ではラベル a辺により

2つの辺 (ラベルB11辺，ラベルB12辺) に分割さ
れる。GS変形を ℓで S–move =⇒ ℓ1で S–move
=⇒ Y で G–move =⇒ Z で G–move の順で実
行する。ただし Y はラベル a辺とラベル b1 辺に

より切り取られて発生した 4辺形で，Z は Y での

G–moveの結果発生した多辺形とする。
X が Σで q 点 k辺形とすると変形後の Σ′ では

q + 1点 k + 1辺形である。Y でG–moveしてできる geniralized DS–diagramを Σ′′とする。X に

接続する辺の中にラベルB1, . . . , Bkのいずれかを持つ辺が存在する場合，X は更に辺数が増える。

この様な辺個数を tとすると 2度目の変形後の Σ′′ では ∂X は q + t + 1点形になる。
2回の S–moveで発生した点はすべて Y および Z の境界上にあるので，2回 G–moveを実行す
ると，発生した点はすべて消えている。

また最初からX にあった点 (ΣにおけるX の頂点)も全て Y および Z の境界上にあるので消え

る。結局頂点は q だけ少なくなる。即ち X が q 点形のとき，この操作で頂点は q 個少なくなる。

また，G–moveと S–moveの回数は同じなので，球面数は変化しない。
(B) special case (1) ：次に X または X ′ が自己隣接または対隣接する場合を考える。最初に

|A|, |B1|, |B2|, |Bk|がすべて異なる場合または |A|, |B1|, |Bk|, |Bk−1|がすべて異なる場合を考える。
対称性により |A|, |B1|, |B2|, |Bk|がすべて異なる場合を考える。
最初に「前処理」として図 2.3のループ ℓに沿って S–moveを実行する。この変形で頂点数は 4
つ上がる。この結果できた geniralized DS–diagramは general caseになっているので，(A) general
caseで定義した変形を実行する。これで 4頂点下がる。この変形で「前処理」の結果新たに得ら
れた球面上には 1–gonが存在しているので，これに沿ってG–moveを実行する。これを「後処理」
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という。後処理では頂点数は 1つ下がるので，全体としては頂点数が 1下がっている。球面数は変
わらない。
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(C) special case (2) ：自己隣接または対隣接が存在する場合で special case (1) 以外の場合は
Σが awabiであることを示す。
ラベルA辺の中には 1–gonがあるので，|A| ̸= |B1|となる。同様に |A| ̸= |Bk|となる。|B1| = |Bk|
のとき B1 = Bk となる。このときは X が 1–gonになるか，Σは awabiである。1–gonの場合は
general ceseである。以上により awabiの場合を除くと |A|, |B1|, |Bk|はお互いに異なることが分
かる。

|B2|が |A|, |B1|, |Bk|のどれとも異なる場合 special case (1)なので，どれかは |B2|と等しい。
|B2| = |A|のとき，ラベル B1 辺は退化辺であり，このとき Σは awbiである。|B2| = |B1|のと
きB2 = B1であり，ラベルB1辺は退化辺であり，ラベルB1辺の中に 1–gonは存在しない。この
diagramは実現不可能である。よって |B2| = |Bk|としてよい。B2 = B−1

k のときラベル B1 辺は

退化辺となり，この diagramは実現不可能なので B2 = Bk である。このとき diagramは図 2.4の
様になっている。
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　 図 2.4 　

図 2.4の 3つのラベルBk 辺の 2つが同じ辺の場合を考える。X が 2–gonのときは general case
なので，図 2.5の様になっている。このとき |A|, |B1|, |Bk|, |Bk−1|は異なるので special case (1)
が起こっている。
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よって図 2.4の 3つのラベル Bk 辺は異なる辺である。このとき 1つのラベル Bk 辺はラベル A

の 1–gonと接続しているので，多様体が向き付け可能であることに注意すると，図 2.6の様になっ
ている。このとき |A|, |B1|, |Bk|, |Bk−1|は異なるので special case (1) が起こっている。
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以上の議論により Σは awabiであることが分かった。awabiに対しては図 2.7の様なループ ℓに

沿って S–moveを行う。頂点数は 3上がるが，general caseになる。general caseを実行すると頂
点数 1，球面数 2の geniralized DS–diagramになるが general case の 1–gonが存在するので，も
う一度変形を実行すると Σ(0, 1)が得られる。
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定義 2.2 命題 2.1の説明中に定義した 1–gonを消す変形をD1–変形 (D1–move)と呼ぶ。
なお Σが awabiでない場合D1–変形は球面数を変えずに頂点数のみを下げている。

3. 1–bridgeの解消

命題 3.1 1–bridgeが存在すれば 1–gonか good 1–bridgeが存在する。

命題 3.1を示すために補題を用意する。

補題 3.2 Gのループ何個かで囲まれた領域 Rが「R内の任意の面はその貼り合う面を R内に持

つ」とき，Rの境界上の任意の辺に対し，それと同じラベルを持つ異なる辺が Rの境界上に存在

する。

証明 Rの境界すべてに Bで properな disk D = D1 ∪ . . .∪Dpを張る。このとき f(D)はM(Σ)
を２つに分離する。同じラベルを持つの辺が境界上に 2つ存在しない場合分離できないので補題が
成立する。

補題 3.3 Gのループ 1個で囲まれた領域 Rが境界の外側を自己隣接辺をもつ面 X に囲まれてい

る とする。R′ = S − (R ∪ X)とするとき，R内の面 Y でその貼り合う面 Y ′ が R′ 内に存在する

ものがある。

証明 τ(X) = X ′ とおく。最初に X ′ ⊂ R′ の場合を考える。補題の様な面 Y が存在しないとす

る。このとき R内の任意の面はその貼り合う面を R内に持つ。

∂R上の任意の辺を e1とし，そのラベルをB1とする。補題 3.2より e1とは異なるラベルB1辺

d1が ∂R上に存在する。このとき ∂X ′上にラベル B1辺が存在するが，ラベル B1辺は高々3個な
ので ∂X ′上の辺は自己隣接辺である。よって ∂X上で見た e1と d1のラベルの方向は逆になってお

り，e1と d1は隣接していない。e1と隣接する辺 e2をラベルB1の方向にとり，その辺のラベルを

B2とする。ただしB2の向きはB1と同じ向きに調節しておく。補題 3.2より e2とは異なるラベル

B2辺 d2が ∂R上に存在する。このとき ∂X ′上にラベルB2辺が存在するが，ラベルB2辺は高々3
個なので ∂X ′上の辺は自己隣接辺である。よって ∂X 上で見た e2と d2のラベルの方向は逆になっ

ている。またX ′では対隣接辺が連続しているので，∂X 上で見た辺の順序は e1, e2, . . . , d2, . . . , d1

となっている。また e2と d2が隣接していることはない。同様に e3, d3を選ぶことができる。この

操作は無限に続けられるが，これは矛盾。よって R内の面 Y で Y ′ = τ(Y ) ⊂ R′ となるものが存

在する。

次にX ′ ⊂ Rの場合を考える。補題の様な面 Y が存在しないとする。R1 = R ∪ X とおくと R1

内の任意の面はその貼り合う面をR1内に持つ。∂R1上の辺 e1, d1について前と同様の議論を行う

と同じ様に矛盾が生じる。よって補題は成立する。

補題 3.4 Gのループ p個で囲まれた領域 Rが境界の外側を自己隣接辺をもつ面X1, . . . , Xp に囲

まれているとする。X ′
i = τ(Xi) (i = 1, . . . , p), R′ = S − (R ∪ X1 ∪ · · · ∪ Xp)とする。このとき次

のいずれかが成立する。

(1) ∃X ′
i ; X ′

i ⊂ R，

(2) ∃X ′
i ; X ′

i は自己対隣接している，

(3) ∃X ′
i, X

′
j (i ̸= j) ; X ′

i とX ′
j は隣接している，
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(4) R内の面 Y でその貼り合う面 Y ′ が R′ 内に存在するものがある，

証明 (1)および (4)が起こってないとすると，R内の面はR内の面どうしで貼り付いている。補

題 3.2より必ず同じラベルをもつ境界の辺が 2つは存在する。同じ境界上にその辺があった場合は
(2)，異なる境界に辺があったときは (3)が起こる。

命題 3.1の証明 : 1–gonも good 1–bridgeも存在しなければ自己隣接面が無限に存在すること
を示す。

自己隣接面が存在するのでそれをX1とおき，貼り合う相手をX ′
1とする。S − X1 = R ∪ R′と

するとき (X1に 2つ以上自己隣接辺があると 3つ以上の componentに分かれるが，この様な面は
多いほど議論が楽なので 2つの場合で考えるか，あるいは R′ が連結でないと考えればよい)，補
題 3.3により Y ⊂ R，Y ′ ⊂ R′ となる面が存在する。1–gonは存在しないので Y は 2–gon以上で
ある。Y, Y ′が共に自己隣接しないとき，X1内に good 1–bridgeが存在するのでどちからは自己隣
接面である。自己隣接面の方をX2，自己隣接面ではないかもしれない方をX ′

2 とする。

S − (X1 ∪X2) = R1 ∪R2 ∪R3とする。Riの中にはX ′
1およびX ′

2を含まない領域が少なくとも

1つ存在する。それをRとする。最初にRが円板領域のときを考える。∂Rに隣接する面をX1と

仮定する。補題 3.3より面 Y ⊂ Rで Y ′ = τ(Y ) ̸⊂ R ∪ X1 となる面が存在する。Y および τ(Y )
が自己隣接しなければX1内に good 1–bridgeが存在するので，どちらかは自己隣接面である。新
たな自己隣接面をX3，自己隣接でないかもしれない面をX ′

3 とおく。

円板領域でないときは，Rに補題 3.4を適用する。(1)は起こらない。(4)が起こったとすると，
前の議論と同様に新たな自己隣接面が存在するので，X3, X

′
3 を同様に定義する。

(3)が起こったとすると，X ′
1とX ′

2は同じ領域に属している。このときは円板領域でX ′
1および

X ′
2 を含まない領域が存在する。

(2)が起こったときは Y1 = X ′
i とおく。S − (X1 ∪ X2 ∪ Y1) = R1 ∪ R2 ∪ R3 ∪ R4とおき，これ

に対し同様の議論を行うことにより新たな自己隣接面X3 が存在することが分かる。

自己隣接面 X1, X2, . . . , Xn まで見つけたとする。Y1, . . . , Ym を X ′
i の中で自己隣接面であるも

のとする (m = 0の場合もある)。S − (X1 ∪ · · · ∪ Xn ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Ym) = R1 ∪ · · · ∪ Rn+m+1 とす

る。Riの中にはX ′
i (i = 1, . . . , n)を含まない領域が存在する。これをR とおく。Rが円板領域な

ら Y ⊂ R，Y ′ ⊂ R′ となる面が存在する。Y, Y ′ が共に自己隣接しないとき，good 1–bridgeが存
在するのでどちからは自己隣接面である。自己隣接面の方をXn+1，自己隣接面ではないかもしれ

ない方をX ′
n+1 とする。

Rが円板領域でない場合は補題 3.4を適用する。(1)は起こらないし，(4)が起これば新たな自
己隣接面が存在する。

X ′
i が自己隣接している場合，ある j について Yj = X ′

i となっているので (2)は起きない。
(3)が起こったとすると R以外にX ′

i (i = 1, . . . , n)を含まない領域 R(1) が存在する。この領域

に補題 3.4を適用する。(3)が起こったとすると，この操作を繰り返す。無限には続かないのであ
る kに対し R(k) が円板領域になる。いずれにしても新たな対隣接面が存在する。これをXn+1と

おく。この操作は無限に続けられるので矛盾。よって命題が成立する。

命題 3.1より，自己隣接が存在すればD1–変形または C1–変形が実行可能なので，自己隣接を消
し複雑度を下げることができる。
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4. C–変形

次が C–変形の定義である。

定義 4.1 geniralized DS–diagram Σ，Σ′ に対し，geniralized DS–diagram Σi (i = 0, . . . , k)と変
形 Σi−1 ⇒ Σi が存在して次を満たすとき，この変形の有限列を C–変形 (C–deformation)と呼ぶ。

(1) Σ ∼= Σ0,Σ′ ∼= Σk，

(2) 各変形 Σi−1 ⇒ Σi は G–変形またはD1–変形，Cn–変形 (n ≥ 1)である。勿論 nは i毎に異

なってよい。

geniralized DS–diagram Σが C–可約 (C–reducible)であるとは C–変形 Σ =⇒ Σ′ が存在する

ことをいう。C–可約でないとき C–既約 (C–irreducible)であるという。
Σと Σ′に対し，Σi (i = 0, . . . , k)と変形 Σi−1 ⇒ Σi が存在して次を満たすとき，Σと Σ′はB–

同値 (B–equivalent)であるという。

(1) Σ0
∼= Σ,Σk

∼= Σ′，

(2) 各変形 Σi−1 ⇒ Σi は Bn–変形 (n ≥ 1)である。

DS–diagramでない geniralized DS–diagramのほとんどはC–既約ではない。即ち次が成立する。

命題 4.2 Σが geniralized DS–diagramであり，DS–diagramでないとする。このとき次のいずれ
かが起こる。

(1) Σ ∼= Σ(0, 1),Σ(1, 0), Σ(2, 1), Σ(3, 1)，

(2) Σに 1–bridgeが存在する。

(3) Σは G–move可能である。

証明 geniralized DS–diagramがDS–diagramでないのは，(1)頂点が存在しない，(2)面が open
2–diskでない，(3)球面数が 2以上，のどれかが成立しているときである。頂点が存在しないときは
(1)が起こる。面が open 2–diskでないのは，分離不可能を仮定しているので，Σ(0, 1), Σ(1, 0), Σ(2, 1)
のいずれかである。球面数が 2以上である場合は 1–bridgeが存在しなければ，任意の面に関しX

は 2–diskなので G–move可能である。

Σ(0, 1), Σ(1, 0), Σ(2, 1), Σ(3, 1)を例外形と呼ぶことにしよう。命題 4.2を言い換えると「例外形
を除く DS–diagramでない geniralized DS–diagramは C–可約である」となる。

5. 2–bridge

命題 5.1 C–既約な Σに 2–bridgeが存在すれば次のいずれかである。

(1) Σ ∼= Σ(4, 1)。

(2) 2–bridgeは図 5.1の様である。
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　 図 5.1 　

証明 2–bridgeを ℓとし，ℓの足を e, dとする。1–bridgeが存在すれば C–既約ではないので 1–
bridgeは存在しない。ℓにより定まる 2–regionの中に ℓとは本質的に異なる 2–bridgeが存在する
場合もある。ℓとしてこの様な意味で最小のものをとる。e = dならΣは分離可能になるので e ̸= d

である。eと dが隣接している場合 1–bridgeが存在するので，eと dは隣接していない。eのラ

ベルを A，dのラベルを B とする。|A| = |B|のときは図 5.2の様になっている。このとき Z は

3–point以上なので ℓは good 2–bridgeである。よって |A| ̸= |B|とする。

a1a2

a1

ℓ
Z

a2

A
......................................................................................................................

A
......................................................................................................................

A
......................................................................................................................

　 図 5.2 　

ℓが乗っている面をXおよび Y とする。最初に τ(X) ̸= Y のときを考える (図 5.3左参照)。この
とき ℓは 2–pointである。ℓはX を 2つの regionに分ける。これをX1, X2とする。X1およびX2

は変形後の Σ′ で 3–point以上である。X1 または X2 は ℓで分離されるので，ℓは good 2–bridge
である。

a1

ℓ
X1

X2

a2

B
............................................................................................................

A
............................................................................................................

a1
ℓ

X1

a2

a1

a2

B
............................................................................................................

A
............................................................................................................

　 図 5.3 　
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次に Y = τ(X)であって ℓ が 2–pointの場合を考える。X にラベル A辺が 2つ存在するので
図 5.3右の様になっている。図のX1 は 3–point以上であって，ℓは goodである。

A

B

τ(Z1)

τ(Z2)

B

A

a1

Z1

Z2

a2

a1

.......................................................................................................................................................

a2

................
................

................
................

................
................

................
................

................
.......

B
.......................................................................................................................................................

A
.......................................................................................................................................................

　 図 5.4 　

最後に 2–bridge ℓが 3–pointである場合を考えると図 5.4の様になっている。2つのラベルA辺

が接続していなければ，Z1 は 4–point以上になるので，隣接しているとする。同様に 2つのラベ
ル B 辺も隣接していて，ラベル A辺およびラベル B 辺は退化辺である。ラベル A辺とラベル B

辺が隣接しているとき Σ ∼= Σ(4, 1)となる。この場合を除くと隣接していない。ラベルB辺を境界

に 1つ持つ Σの面をW とする。W が 3–gonでなければ，W は変形後の Σ′ においては 4–point
以上になり，ℓは goodになる。よってW は 3–gonである。B に関しても同様なので図 5.1の様
になっている。

非退化 2–gonが命題 5.1の (2)になることはないし，Σ(4, 1)は非退化 2–gonを持たないので次
が成立する。

系 5.2 geniralized DS–diagramが非退化 2–gonを含めば C–可約である。

定義 5.3 系 5.2の様に非退化 2–gonを消す特別なタイプのC2–変形をD2–変形 (D2–move)と呼ぶ。

注意 5.4 2重対隣接が起こると 2–bridgeが発生する。よって 2重対隣接辺のどちらかが退化辺で
なければ reducibleである。
最初に geniralized DS–diagram Σ は non–separableを仮定したが，変形によって separableに
なる場合もある。例えば同じラベルの辺を 3つもつ面が存在したとき (証明中の |A| = |B|の場
合)，2–point 2–bridgeが存在する。このとき命題 5.1の操作を実行すると，separableな geniralized
DS–diagram Σ′ になるが

M(Σ′) ∼= M(Σ(3, 1))♯M(Σ1)

となるので Σ1 に関して考察すればよい。

6. 3–bridge

命題 6.1 C–既約な geniralized DS–diagram Σに 3–bridgeが存在すれば，2–bridgeが存在するか，
3–bridgeは図 6.1の様になっている。ただし図において αまたは β は 1つの辺である。
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　 図 6.1 　

X

YZ

C
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B
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　 図 6.2 　

　

証明 自己隣接面が存在すると 1–bridgeが存
在するので Σに自己隣接面はないとしてよい。
3–bridgeを ℓとし，ℓの足を e1, e2, e3とし，そ

のラベルを A,B, C とする。ei = ej (i ̸= j)と
なる辺が存在するとき 1–gonの一部になってい
る。よって ei ̸= ej とする。i ̸= j に対し ei と

ej が隣接してるとき 2–bridgeの一部になって
いる。よって eiと ej は隣接していないとする。

ℓがのっている面を X, Y, Z とすると図 6.2の
様になっている。

最初にX, Y, Z がお互いに貼り合わないときを考える。X は ℓにより 2つの成分に分けられるが
これをX1, X2とする。τ(X1)が ℓの内側にあれば τ(X2)も ℓの内側にある。よってX1またはX2

は ℓを分離する。X1およびX2が 4–point以上ならば ℓは goodである。X1またはX2は 3–point
であるとする。

このときラベル A辺の終点とラベル B辺の終点は同じラベルをもつか，A辺の始点とラベル B

辺の始点が同じラベルをもつ。Y,Z についても同様である。よって e1, e2, e3 の終点または始点の

中に同じラベルをもつ点の組が 2組はある。よって e1, e2, e3終点または終点は同じラベルをもつ。

C

A

C

......................................................................................................................

A

........................
........................

........................
........................

......................

A ........................
........................

........................
........................

......................

a1

X1

a2a3

a2

.............................................................................................

a1...............
...............
...............
...............
...............
...............
...

　 図 6.3 　

今終点が同じラベルをもつとする。このとき

図 6.2の内部の「3辺形」(辺上の頂点が存在す
る場合はもっと辺数が多い)の 3つの「頂点」は
同じラベルをもつ。また辺上に他に頂点があっ

た場合もこれらと同じラベルでなくてはならな

い。このとき「3辺形」上の辺は退化辺になる
退化辺が 3辺形または 4辺形をなすので矛盾。
この場合は goodである。
次にX, Y, Z の中に貼り合うものがあるとき

を考える。Y = τ(X)とする。ラベルA,B, Cの

中に同じラベルがあるとする。このとき |A| =
|B|である。A = B なら 1–bridgeが存在する
ので B = A−1 である。
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必要なら内部と外部を入れ替えることにより，図 6.3の様になっているとしてよい。ラベルA辺

の始点と終点が同じラベルをもてば，ラベル A辺は退化辺になるがこれは矛盾。このとき図の面

X1 は ℓにより分離され 4–gon以上なので ℓは goodである。
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　 図 6.4 　

ラベル A,B, C は逆も含め異なっているとする。ℓが 3–pointのときは必要なら内部と外部を入
れ替えることにより，図 6.4の様になっているとしてよい。このときいずれの場合も 4–point以上
で ℓにより分離される面が存在するので，ℓは goodである。

ℓが 4–pointのときは必要なら内部と外部を入れ替えることにより，図 6.5の様になっていると
してよい。ℓを分離する面W で，5–point以上であるものが存在すれば goodである。
ラベル A辺とラベル C 辺が隣接していない場合W2は ℓにより分離される 5–gon以上の面であ
る。これが 4–pointであるためには Aの終点と C の始点が同じで，ラベル A辺とラベル C 辺の

間に頂点がないことが必要である。このときラベル A辺とラベル C 辺をつなぐ辺が退化辺になる

が，これは矛盾。よってラベル A辺とラベル C 辺は隣接している。
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　 図 6.5 　

ラベルB辺同士が接続していないとする。このとき図 6.5の面W1は ℓによって分離される 5–gon
以上の面である。ラベル B辺の間に頂点があれば 5–point以上になるかラベル B辺が退化辺と接
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続するので，間に頂点はなく 4–pointであるとしてよい。このとき ℓで S–moveを行いW1に沿っ

て G–moveを行うと，B5–変形なので頂点数は変化しないが非退化 3–gonが発生する。この周り
で C3–変形が実行可能なのでこの場合 C–可約である。よってラベルB辺は接続している退化辺と

する。

Z − ℓの 2つの成分に分かれるが，どちらかは ℓにより分離される。今内側が分離されるとする。

ラベルA辺の終点とラベル C 辺の終点が f(S)で同じ点なら，ラベル C 辺は退化辺になり矛盾。

よって分離面は少なくとも 4–pointである。α上にラベルA辺およびラベル C 辺の終点と f(S)上
で異なる頂点があれば 5–pointになるので，頂点が存在しないか，同じ頂点ラベルである。同じ頂
点ラベルのときは 1–gonが存在する。以上によりこの場合は図 6.1が起こることが分かる。

系 6.2 geniralized DS–diagramが非退化 3–gonを含めば C–可約である。

定義 6.3 系 6.2の様に非退化 3–gonを消す特別なタイプのC3–変形をD3–変形 (D3–move)と呼ぶ。

7. 隣接 4辺形

3–bridgeと同様に 4–bridgeに関しても若干の議論はできるが，goodであるための見やすい条件は
なかなか見つからない。そこで 4–bridgeの tipicalな場合として 4–gonが隣接してできる図形につ
いて考える。

命題 7.1 C–既約な Σに隣接する 4–gonが存在するとき次のいずれかである。

(1) Σ ∼= Σ(Q4n),Σ(4n, 2n − 1),Σ(2n + 5, 2)

(2) 図 7.1の 2⃝～ 6⃝のタイプの 4–regionが存在する。

(3) 図 7.2のA⃝ またB⃝のタイプの 4–regionが存在する。
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　 図 7.2 　

以下いくつかの補題を証明しながら命題 7.1の証明をする。図 7.3の様に 4–gonが横にm個隣

接した図形を Dm と呼ぶ。ここでm ≥ 2である。Dm において右側と左側が隣接した図形を Em

と呼ぶ。また 4–gon 4個で「2–bridge」をつくる図形を R2，4–gon 3個で「3–bridge」をつくる
図形を R3 とする。4–gonが隣接してできる図形は以上ですべてである。R2 にはその一部として

R3 が存在する。E4 にはその一部として R2 が存在する。E4 の一部である R2 は 2–bridgeではな
いし，E4の一部である R3は 3–bridgeではない。よって 4–gonが隣接してできる図形として極大
である図形を考えることにする。
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　 図 7.3 　

R2が極大であれば R2の周りに 2–bridgeが存在する。命題 5.1よりこの 2–bridgeは goodであ
る。R3が極大であれば R3の周りに 3–bridgeが存在する。命題 6.1よりこの 3–bridgeは goodで
ある。補題の形で書いておこう。

補題 7.2 geniralized DS–diagramが極大な R2 または R3 を含めば C–可約である。
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4–gonの対隣接に関して次が成立した ([ 3 ])。

補題 7.3 4–gonが対隣接するとき，C–既約であれば退化 4–gonである。

最初に Em を含むときを考える。このときは次が成立する。

補題 7.4 C–既約な geniralized DS–diagram Σが Em (m ≥ 2)を含むとき，m = 2nとなる自然

数が存在して次のいずれかがである。

(1) Σ ∼= Σ(4n, 2n − 1)。

(2) Σ ∼= Σ(Q4n) (n ≥ 2)。

証明 Em を含むので Σは例外形ではない。Σが DS–diagramでなければ C–可約なので，Σを
DS–diagramとする。このときmは偶数なので，m = 2nとおく。m辺形の辺でない辺を内部の辺

と呼ぶ。m = 4のときは適当な面のペアをm辺形と指定して考える。Em の辺の中に退化辺が存

在するときそのラベルをAとする。1–gonが存在すれば C–可約なので，ラベルA辺は 3辺が接続
しているとしてよい。真ん中の辺を eとすると eは内部の辺である (m = 4のときはそうなる様に
m辺形を指定する)。この両側の 4–gonが貼り合わされる。Emの形より退化辺の両側から順に同

一視が決定されていく。このとき Σ ∼= Σ(4n, 2n− 1)となる。よって Emに退化辺は存在しないと

する。

m = 2のときは退化辺が存在するのでm ≥ 4とする。補題 7.4より 4–gonは対隣接しないとし
てよい。よってm = 4の場合も含めてm辺形同士は貼り合っている。
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　 図 7.4 　

f(G)に 2重辺が存在するときを考える。この辺のラベルを A,Bとする。ラベル A辺 e1とラベ

ル B 辺 e2 が隣接している外部の辺であるとし，e1 と e2 の共通頂点のラベルを 1とする。向きを
調節して 1はAおよびBの始点であるとする。またA,Bの終点を 2とする。1を始点にする他の
f(G)の辺を C, Dとする。
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　 図 7.5 　
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必要なら上下の交換により図 7.4の様に，ラベル A辺を下向きとしても一般性を失わない。こ

のとき図 7.5の様になっている。ℓを図の様に選ぶと goodでないのは C またはDの終点が 2のと
きで，このときm = 4で Σ ∼= Σ(Q8)となる。それ以外は C–既約でない。
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　 図 7.6 　

よってラベル A辺とラベル B 辺の一方は内部の辺である

としてよい。この辺を図 7.6のラベルA1辺およびラベルB1

辺とする。このときA1, B1も f(G)の 2重辺になる。ラベル
A1 およびラベル B1 辺で始点が隣接している部分が存在す

る。その部分の 4–gonに同じ議論を適用すると更なる 2重辺
の存在が分かる。よってすべて 2重辺であることが分かる。
このときは [ 5 ]の命題 4.2 より Σ ∼= Σ(Q4n)になる。
最後に退化辺も 2重辺も存在しない場合を考える。このと

き goodな 4–bridgeが存在することを示す。
上の面と下の面が貼り付けられるので上のラベル A辺と下のラベル A辺の「ズレ」を見る。右

にズレているとも左にズレているとも見なせるが小さい方を採用する。必要なら上下を入れ替える

ことにより，上の辺が右にズレているとしても一般性を失わない。ズレが 1つのときは 2重辺をも
つので起こらない。
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　 図 7.7 　

ズレが 2つのときは図 7.7左の様になっている。左図にでてこないラベルA3辺のまわりは図 7.7
右の様になっている。この部分も 2個ズレているので，2 = 5または 1 = 3 (左図の上下が逆の場
合)である。このとき 2重辺か退化辺が存在するので矛盾。
ズレ mが 3以上のときを考える。ここで m ≤ n + 1である。ℓを図 7.8の様にとると ℓは 4–

point–4–bridgeである。図の様にW をとる。退化辺はないので 1 ̸= 2かつ 2 ̸= 3である。1 = 3
なら 2重辺が発生する。少なくとも 3点は異なるのでW は Σ′の中で 5–point以上である。よって
ℓは goodである。
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　 図 7.8 　

Em については分かったので次にDm について考える。
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補題 7.5 C–既約な geniralized DS–diagram Σに対しGがDm (m ≥ 2)を含み極大であるとき次
のいずれかが起こる。

(1) m = 2nで Σ ∼= Σ(2n + 5, 2)，このときDm の周りは 4–regionではない。

(2) Dm (m ≥ 2)の周りは 4–regionである。

証明 前と同様に Σは DS–diagramとしてよい Dm の外側に 3点以上存在すれば 4–regionであ
る。2点しかないときは 4–gonの個数は偶数なのでm = 2nとする。このとき Gは Σ(Q4n+4)ま
たは Σ(4n + 4, 2n + 1)，Σ(2n + 5, 2)のグラフと同型になる。前 2者の場合 Gは Em+1 でなので

後者である。

「長い」辺 (Dmのどの辺とも隣接しない辺)が退化辺ならそれに隣接する辺から順に identityが
決まっていき，Σ(2n + 5, 2)であることが分かる。退化辺でない「長い」辺のラベルを Aとする。

m + 3辺形は自己隣接するのでラベル A辺がDm 上に 2つ存在する。図 7.9の様になっていると
してよい。3辺形は 2つしか存在しないので同一視されるが，同一視のときラベルは A1 = A−1

k ま

たは A1 = Bk，B1 = Ak である。A1 = A−1
k の場合ラベル A辺は退化辺になる。A1 = Bk のと

き隣接する辺のラベルが AkA−1
k となる部分が存在する。B1 = Ak のとき隣接する辺のラベルが

BkB−1
k となる部分が存在する。いずれの場合も矛盾。

B1

........................
........................

........................
............ ............................................................................................................................................................................................................................................................

Ak
....................................................................................

A
....................................................................................

A1
.................................................................................... Bk....................................................................................

A1

....................................................................................

Bk

....................................................................................

A

....................................................................................

B1

.................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... Ak........................
........................

........................
............

A

　 図 7.9 　

よって以下 4–regionであるDmについて考察する。Dmの上の面または下の面が 4–gonのとき
R3 になるので，上の面および下の面は 4–gonでないと仮定する。最初にD2 について考察する。

補題 7.6 C–既約な geniralized DS–diagram Σ = (S, G, f)が極大な D2 を含むとき図 7.1の 2⃝～
6⃝のタイプの 4–regionが存在する。
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　 図 7.10 　

　証明 隣接する 4–gonの周りが図 7.10の様であ
るとする。ただし，x, y, z, w, pi, qj , rj (i = 1, 2, 3, j =
1, 2) は辺のラベル，1, 2, 3, 4, 5, 6 は頂点のラベル，
X, Y, Z, W は面とする。ℓを図の様な 4–bridgeとし，
a1, . . . , a4 をそのラベルとする。

x, y, z, w の中に pi, qj , rj と (絶対値をこめて)同じ
ラベルがないとき ℓは 4–pointである。ℓによって切

り取られる面が ℓによって分離されないときは 1–gon
が存在するので，ℓによって分離される。よってラベ

ル 1, 2, 3が異なれば ℓは goodになる。1 = 2とする
と q1は退化辺である。wが退化辺なら w = q1となる
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ので wは退化辺ではない。q2が退化辺ならW が 4–gonになるので退化辺は p2および r2である。

このときは 4⃝の caseである。よって 1 ̸= 2である。同様にして 2 ̸= 3が分かる。
1 = 3とするとラベル 1頂点をもつ辺 w, z, q1, q2, p1, p3 が存在する。隣接する辺は (向きをこめ
て)同じ辺ではないし，w, z は他と異なるので残りの辺は q1 = p−1

3 かつ q2 = p1 となる。このと

きD2を構成する 2つの 4–gonは対隣接するので補題 7.2より C–可約になる。以上によりラベル
1, 2, 3は異なる。よって ℓがW から切り取る 5–gonは 5–pointであり，よって ℓは goodである。
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　 図 7.11 　

D2 の足の中に辺と同じラベルをもつものが

あったとする。このラベルを xとしても一般性

を失わない。

1⃝の caseでは図 7.11の様になっている。こ
のとき ℓ は 4–point–4–bridge であることを示
す。4–pointでなければ |y|または |z|が 4–gon
の辺 (の絶対値)と同じになる。|y| = |p1|また
は |y| = |p3|，|y| = |q2|のときラベル y辺は退

化辺になるが，退化辺が離れて存在することは

ないので，これは起きない。|y| = |q2|のとき
は 1–bridgeが発生するので C–既約ではない。
|z| = |q2|のとき z = q−1

2 で zは退化辺となる。

4–bridgeを構成する右の 4–gonと貼り合う 4–
gonと左の 4–gonと貼り合う 4–gonが連続する
2辺で隣接するので矛盾。|z| = |p3|のとき z = p−1

3 であり，q1 = y−1となり yは退化辺になるが，

退化辺が離れて存在するの矛盾。最後に |z| = |q1|のときを考える。z = q1なら 1–bridgeが存在す
るので z = q−1

1 であるが，のとき p3 = yとなり yが退化辺になる。以上により 4–pointであるこ
とが分かった。

頂点のラベル 1, 2, 3がすべて異なればW から切り取られる面は 5–pointなので ℓは goodであ
る。1 = 2のとき q1は退化辺である。yは退化辺になれないので q2 = q1または p2 = q−1

1 である。

q2 = q1 のとき p3 = q−1
1 となりW が 4–gonになる。p2 = q−1

1 のとき p1 = q1 となり x = y とな

り矛盾。

2 = 3のとき q2 は退化辺である。z = q−1
2 のときは前と同様に矛盾が発生する。q1 = q2 のとき

W は 4–gonにな。p3 = q−1
2 のときも同様。p3 = q−1

2 のときは x = z−1となり矛盾。1 = 3のとき
前の議論と同様に C–可約になる。

x = q−1
1 のときラベル w辺にとっての 3⃝になる。x = q−1

2 のときはラベル wの両側が同一視さ

れるので矛盾。x = p−1
3 のときはラベル y 辺にとっての 2⃝である。x = r−1

1 および x = r−1
2 のと

きは 1–bridgeが存在するので C–可約である。
これ以外は 2⃝～ 6⃝になる。このときは 5–pointになるので goodではない。尚 2⃝～ 6⃝の場合 6–

pointになると 4⃝と 6⃝が同時に起こっている場合を除いて 1–bridgeが存在するか極大でない。

補題 7.7 C–既約な Σに極大な 4–bridge Dm (m ≥ 3)が存在すれば図 7.3のA⃝ またB⃝のいずれか
である。A⃝ またはB⃝は n = 2のタイプとしては 4⃝である。

証明 極大なので上下の面は 4–gonでない。最初に上下の面が 1つズレて貼りあわされている場
合を考える。図 7.13でいうと q1 = xの場合を考える。
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Dm が退化辺を含む場合はその両側の 4–gonが貼りあわされる。m ≥ 3なのでそれ以外に隣接
する 4–gonが存在するが，退化辺を含む 4–gonに隣接する 4–gon同士が貼りあわされる。4–gon
が存在する限りこの操作は可能なので，この場合A⃝が起こる。
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　 図 7.12 　

Dm が退化辺を含まない場合補題 7.3より対隣接しない。4–gonが図 7.12左の様になっている
とする。このときもう 1つのラベル a1辺は 4–gon 2つの共通辺になっている。即ち図 7.12右の様
になっている。図左に 4–gonが更に隣接していれば図右にも 4–gonが隣接する。この場合B⃝ が起
こる。これ以外はすべて C–可約であることを示す。m = 3の場合証明すれば十分である。
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　 図 7.13 　

ラベル a がラベル pi, qj , rj(i = 1, 4, j =
1, 2, 3)のどれかと等しいとき aは specialであ
るという。そうでないとき aは generalである
という。x, y, z, wがすべて generalであるとき
general caseと呼ぶ。

4つのラベル x, y, z, w辺の中に同じものがあ

れば，2–gonが存在するか，1–bridgeが存在す
るか，上または下の面が 4–gonになるので，す
べては異なっているとしてよい。

D3の周りの 4–bridgeを ℓとする。ℓがW か

ら切り取る 6–gon をW1 とする。

general caseのとき ℓは 4–pointである。W1 は 6–gonであるが 5–point 以上であることが分か
れば ℓは goodである。1 = 2とすると q1 は退化辺である。w ̸= q1 なので wは退化辺ではない。

q2 が退化辺なら W が 4–gonになるので，q1 = p−1
2 = r2 である。このとき y = q3 となるので

general caseではない。同様に 2 ̸= 3および 3 ̸= 4が成立する。よってW1 が 4–point以下なのは
3 = 1, 4 = 2の場合のみである。q1 = q3ならW は対隣接するがW は 4–gonでないので矛盾。よっ
て q1 ̸= q3 である。このとき f(G)は 3重辺になるのでDn にはならない ([ 3 ] 補題 3.5参照)。
よって x, y, z, wのどれかは specialである。ここで xが specialとしても一般性を失わない。
x = r1 のときはすでに n = 2のときに goodだったので OK。
x = r2のとき x以外に specialな辺がなければ ℓは 4–pointである。w = yなのでラベル y辺は

すでに 2つ出ている。このとき yは generalである。z = p4のときは y = q3となり yは specialに
なる。z = q−1

3 のときは y = q1となる。z = q−1
1 のとき y = p4となる。いずれの場合も specialで

ある。z = q−1
2 のときラベル z 辺の両側が貼り合わされるので矛盾。よって ℓは 4–pointである。

W1 が 4–pointにならないことは general caseと同様に分かる。よって ℓは goodである。
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　 図 7.14 　

x = r3 のときは図 7.14の様なループを ℓ1 とする。τ(X) = Y なのでW の貼り合う相手は D3

の周りにはない。よって ℓ1は 4–pointである。ℓ1が Y から切り取る面を Y1とすると general case
と同様に Y1は 4–pointではないことが分かる。よって ℓ1は goodである。x = r−1

i (i = 2, 3)のと
きは τ(Y )が自己隣接するので C–可約である。
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　 図 7.15 　

x = p1のときラベル w辺はすでに 3辺出てきているので新たに出てくるラベル w辺はそのどれ

かと一致する。ループ ℓ1 を図 7.15のループとする。y, z が generalのとき ℓ1 は 4–pointである。
このとき ℓ1 が Y から切り取る面を Y1 とおくと Y1 は 5–pointなので ℓ1 は goodである。
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　 図 7.16 　

y = q1のときは図 7.16の様になり，右上のD2の周りには goodな 4–regionが存在する。y = q2

のときは右上のラベル z辺の両側が同一視されるので矛盾。
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y = q3のときは図 7.17左の様に 2–regionが存在するが，命題 5.1より goodである。y = p3の

ときも図 7.17右の様に goodな 2–regionが発生する。よって yは generalであるとしてよい。zに

関してはすでにでてきているタイプ以外は矛盾が発生するので，z に関しても general，よってこ
の場合は成立する。
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　 図 7.17 　

x = q2 のときは図 7.18上の様になっている。ラベル q3 辺は 2つの 4–gonの境界なので図 7.18
下左の様に別のD2 が存在する。
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　 図 7.18 　

ラベル 1 ∼ 6頂点の中に同じものがあるときを考える。1 = 6のとき Y およびW (W = τ(Y ))は
4–gonになり，2–bridgeが存在する。1 = 5のとき Y は 4–gonになる。他の場合はないのでラベ
ル 1 ∼ 6は異なっている。このときD2 は general typeになるので C–可約である。
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　 図 7.19 　

x = q3のときは図 7.19の様なループ ℓ1をとる。Y が 4–gonのとき 1–bridgeが存在する。Y は

5–gonのとき非退化 2–gonが存在する。これ以外に ℓ1 が 4–pointでないのは y = q−1
1 の場合であ

るが，このときラベル y 辺が 4つ必要になる。このとき ℓ1 は 4–pointであり，ℓ1 がW から切り

取る面は 5–gonなので ℓ1 は goodである。
x = q−1

1 のときは wを xに置き換えるとすでに処理したタイプなので C–可約である。x = q−1
2

はラベルw辺の両側が同一視される。x = q−1
3 のときは yを xに置き換えるとすでにm = 2でC–

可約のタイプである。
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　 図 7.20 　

x = p4のとき図 7.20のループを ℓ1とする。ℓ1が 4–pointでないのはW = τ(Y )のときである。
x = qi (i = 1, 2)のときはすでに処理したタイプになるので C–可約になる。y = q−1

i (i = 1, 2, 3)
のとき yを xに置き換えた場合に，すでに処理したタイプなので C–可約である。x = p−1

4 の場合

yを xに置き換えるとすでに処理したタイプになる。以上ですべての場合をつくした。補題が証明

されると同時に命題 7.1も証明された

8. リフト

石井は Heegaard diagram (H1, H2; D⃗1, D⃗2) に対し genusの高い Heegaard diagramを対応させる
ことを考えた。ここではそれの geniralized DS–diagram版を考えよう。
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(H1,H2; D⃗1, D⃗2)を Heegaard diagramとする。i = 1, 2に対し球面 S2
i と ontoな local homeo-

morphism fi : S2
i → ∂Hi ∪ D⃗i が存在する。ただし y ∈ ∂Hi −∂D⃗iに対しては ♯f−1

i (y) = 1であり，

y ∈ D⃗i に対しては ♯f−1
i (y) = 2を満たすものとする。S = S2

1 ∪ S2
2，G = f−1

1 (∂D⃗1) ∪ f−1
2 (∂D⃗2)，

f = f1 ∪ f2 : S → ∂H1 ∪ D⃗1 ∪ ∂H2 ∪ D⃗2 とおくとき Σ = (S, G, f)は geniralized DS–diagram
になる。この geniralized DS–diagramを Heegaard diagram (H1, H2; D⃗1, D⃗2)により定義される
geniralized DS–diagramと呼ぶ。

geniralized DS–diagram Σ = (S, G, f)に対し Heegaard splittingを次の様に対応させる。ただ
し f(G)は connectedとする。H1 = N(f(G);M)とする。ただし N(A; M)は AのM における

regular neighborhoodとする。H2 = M − IntH1とおくと (H1,H2)はHeegaard splittingである。

Σの各面 X に対し D(X) = f(X) ∩ H2 とおき D⃗2 =
∪
X

D(X) (X はすべての面を動く) とする。

Σが DS–diagramの場合 D⃗2は complete meridian disk system になる。Σの球面数が 2以上のと
き D⃗2は過剰なmeridian disk の systemになる (H2 − D⃗2が連結でない)。また f(G)の各 edge A

に対し Aと 1点で transversalに交わるH1 のmeridian diskを D(A)とおき，D⃗1 =
∪
A

D(A) (A

はすべての辺を動く)とする。Σの頂点数が 2以上のとき D⃗1は過剰なmeridian disk の systemに
なる (H1 − D⃗1が連結でない)。箱根セミナーではこの D⃗1, D⃗2の中から Heegaard diagramになる
様に選んだものを考えたが，ここでは定義を少し変更して，D⃗1, D⃗2 自身を採用する。この過剰な

「Heegaard diagram」から同様に geniralized DS–diagramが定義される；S1, S2をそれぞれ何個か

の 2–sphereの和集合で次を満たすものとする；i = 1, 2に対し fi : Si → Hi ∪ D⃗i は ontoな local
homeomorphismで y ∈ ∂Hi−∂D⃗iに対しては ♯f−1

i (y) = 1であり，y ∈ D⃗iに対しては ♯f−1
i (y) = 2

を満たす。このとき SL = S1∪S2，GL = f−1
1 (∂D⃗1)∪f−1

2 (∂D⃗2) fL = f1∪f2 : S → ∂H1∪D⃗1∪D⃗2

とおき ΣL = (SL, GL, fL)と定義すると ΣL は geniralized DS–diagramになる。この ΣL を Σの
リフト (lift)と呼ぶ。Σの頂点数が nであれば ΣL の頂点数は 6nになる。

命題 8.1 Σを geniralized DS–diagramとし Σ′ を Σから elementary deformation of type IIで得
られる geniralized DS–diagramとする。Σのリフト ΣL は Σにも Σ′ にも C–変形可能である。
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　 図 8.1 　

証明の前に例を見よう。Σ = Σ(5, 1)とする。Σの diagramは図 8.1で与えられる。このとき
ΣL の S2 上の diagramは図 8.2の様になる。Σの各面 X に対応する D(X)の境界にのラベルは
小文字で書いてある。f(G)の各辺 E に対応する meridian disk D(E)に対し，その meridianを
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m(E) = ∂D(E)とするとm(E)はGLでは 3つの辺の分割される。これをm(E)1,m(E)2,m(E)3
と書いた。S1 は図 8.3の様になる。
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　 図 8.2 　
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　 図 8.3 　

meridian disk D(E)から定まる面は非退化な 3–gonなのでD3–変形を行うことができる。すべて
のD(E)に対してD3–変形を行うとS2は図 8.4の様になる。これはもとの geniralized DS–diagram
の頂点を 3–gonで置き換えた図形になっている。また S1は図 8.5の様になっている。これは各成
分が 4面体となっている。
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　 図 8.4 　
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　 図 8.5 　

S1 の各球面に対し G–変形を実行する。この変形で貼り合わされる面は図 8.6 左の様になり
3–gonが頂点に変わる。他の面は 1つの辺が Gから離脱することにより同じ状況が起こる。
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　 図 8.6 　

よってこの ΣLに対し各medidian diskにD3–変形を行い，S1の各球面に対しG–変形を行うと
Σが得られる。

Σに elementary deformation of type IIを行って得られる diagramを Σ′ とする。elementary
deformation of type IIは D3–変形またはその逆変形 D−1

3 であるが，Σに非退化 3–gonは存在し
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ないので可能なのはD−1
3 である。Σに対する elementary deformation of type IIはラベルBに着

目して行うものと，ラベル C に着目して行うものの 2つがあるが，ここではラベル Bに着目して

行うものを考える。図 8.7が Σ′ である。
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　 図 8.7 　

D−1
3 –変形を行ったときラベル B 辺の周りは図 8.8左の様に変化する。辺 B の頂点を 1, 2とす

るとき，ラベル B 辺の頂点にならないラベル 1 頂点およびラベル 2頂点の周りは図 8.8右の様に
変化する。
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　 図 8.8 　

ΣLに対する C–変形は次の様に行う。最初にD(B)をのぞく他のmeridian diskに対しD3–変形
を行う。このとき S2は図 8.9の様に S1は図 8.10なっている。ただしm(B)i = Bi (i = 1, 2, 3)と
している。
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　 図 8.9 　
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　 図 8.10 　

S1 の 2つの球面上の 3–gonでそれぞれ G–変形を行うと Σ′ が得られる。

命題 8.1を証明しよう。例と同様に Σのリフト ΣLに対しすべてのmeridian diskでD3–変形を
行う。このとき S2は Σの頂点をすべて 3–gonに変えた図形が得られる。S1はすべての球面上で 4
面体の辺を与えるグラフになっている。これに G–変形を行うと図 8.6の様に頂点に変わる。よっ
て得られる geniralized DS–diagramは Σである。

elementary deformation of type IIがD3–変形のときは明らかなのでD−1
3 –変形だとする。この

D−1
3 –変形はラベル Aに着目して行われたとする。ΣL に対し meridian disk D(A)を除くすべて
のmeridian diskでD3–変形を行う。ラベル A辺の周りの様子は図 8.11の様になっている。Aは

退化辺ではないので，B, C,D, E の中に Aは存在しない。図 8.11左が Σの，図 8.11中が ΣLの，

そして図 8.11右がmiridian diskでD3–変形した後の図である。ただしm(F )i = Fi と略記した。

このときラベル A辺の周り以外の S2 は Σの各頂点を 3–gonに変えた図形になっている。

B
...........................................................

C
...........................................................

D
...........................................................

E
...........................................................

A

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

............

.......

................. .................
........................ ........................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................

...........................................................

...........................................................

...........................................................

Ai
......................................................................................................................

Bi1............
............
............
............
...........

Ci2............
............
............
............
...........

Di3............
............
............
............
...........

Ei4............
............
............
............
...........

................. .................
........................ ........................

......................................................................................................................

......................................................................................................................

B
.............................................................................

C
.............................................................................

D
.............................................................................

E
.............................................................................

Ai
......................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................................................................................

　 図 8.11 　

S1はmeridian D(A)が存在している球面上ではラベルを除いて図 8.10，D(A)が存在しない球
面上ではラベルを除いて図 8.5の様になっている。ラベル A辺の頂点のラベル 1, 2とする。
次に S1の各球面をG–変形で S2に貼り付ける。このとき図 8.10はmeridian diskでない 3–gon
で貼り合わせることとする。この面はラベルA辺の端点ではないラベル 1,2の頂点に対応する 3–gon
に貼り合わされ，ラベル A1, A2, A3の 3–gonができる。図 8.5の球面は任意の面で貼り合わせる。
これは例の様に 3–gonを頂点に変える。この変形でラベルA辺の周りは図 8.12の様になるので得
られた geniralized DS–diagram が Σ′ であることが分かる。
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　 図 8.12 　

横山により同相な多様体を表現する DS–diagramは変形で移りあうことが知られている ([ 9 ])。

定理 8.2 ∆1, ∆2を DS–diagramとし，M1 = M(∆1),M2 = M(∆2)とする。M1とM2が同相で

ある必要十分条件は∆1から有限回の elementary deformation of type Iと elementary deformation
of type IIで∆2 に変形できることである。

また山下により頂点数 2以上の場合は elementary deformation of type IIで十分なことが知られ
ている ([ 10 ])。

定理 8.3 ∆1, ∆2 を DS–diagramで c(∆i) ≥ 2 (i = 1, 2)とする。∆1 に elementary deformation
of type Iおよび elementary deformation of type IIを有限回行って∆2 に変形できるとき，∆1 に

elementary deformation of type IIを有限回行うことで∆2 が得られる。

これらの定理と命題 8.1を組み合わせると次が得られる。

定理 8.4 DS–diagram ∆1, ∆2 がM(∆1) ∼= M(∆2)を満たすとき，∆1 から有限回の C–変形とリ
フトで∆2 が得られる。

証明 c(∆i) = 1のときはリフトを 2回行って C–変形を行うことにより c(∆′
i) ≥ 2となる DS–

diagramを得ることができる。よって c(∆i) ≥ 2 (i = 1, 2)とする。elementary deformation of type
IIはD3–変形またはD−1

3 –変形であるが，D3–変形は C–変形であるし，D−1
3 –変形は命題 8.1によ

りリフトと C–変形で実現できるので定理が得られる。
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