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1はじめ に

本稿では結び目の図に対し2種類の泥mltwistという操作を導

入し、それがConwW多項式にどういう特長を与えるかという事

と、10交差点までの素な結び目達の間に冗hllltwistを通じてど

ういう関連が有るかという事を明らかにするものである。

定義1向きのついた結び目の図の交差点の処に図Zのように”畑〃f"ist

を入れ、それぞれ何,<">"Jti"istという。
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”hⅢ伽Stを入れるべき交差点が+(正）のとき、+(正）の交
差点を2泥個加える。"hllltwistを入れるべき交差点が－（負）

のときはそのdiagamの鏡映を取り+(正）にしておく。（これ

はCmway多項式の計算を容易にするためであり、本質的なもの

ではない）その操作の結果、どのような結び目が出来、ConwW
多項式がどのように変化するかを見る。さらに10交差点以下の

素な結び目達に岡,＜”＞を通じてどういう相関関係が有るかを
調べる。
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{nl:K－→Kiのとき、KiをK何と書き、<">:K－→Kiの
とき、KiをK<">と書く。K=Kml=K<叫とする。

Exaxnple1以下では最初の伽ot(3,,4,kno〃の一つの交差点

にInl,<">を行うものとする。

<'z>:3,-→51-→71-→91-→…

岡:3,-→52-→乃一→92-→…

岡:4,-→6,-→8,-→10,-→…

<泥>:4,-→62-→82-→102-→…

交差点の多いknotでは1ケ所の交差点で<">:K－→K<wa),

{'z1:K－→KI'alを行っても泥hllltwistを行う交差点が違え
IfK<'m),K1n1は一意に決まらない。Kのある交差点でsmoothing
して出来る2成分Ⅲnkが交差点により異なる時はKI'81,K<n)は異
なってくる。

Exannple263-knotは2つの異なる6!>を持つ｡一方は871他方
は810．87を作る交差点で63をSmOO鮠畑すると出来る2成分

"肱の〃7IAing"umbef,は0,810を作る交差点で63をsmooW"9

すると出来る2成分伽&の臆測胸9冗w7zberは士1である。

命題1交互結び目の交互図において俺辺形の個数を脇とすると

{Rf}は伽ottWe"ztJa""ztでは無い。

Example36!1-8,3であり、6！}の図では&=3,&=
3,&=3,&=1,813の図(〃ﾉでは脇=3,&=4,R4=2,&=

0,脇＝1

へ
一 ～幻，

次負
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定理1hzotKのある交差点で{'zIMM''istを行いKInlを作り、
その交差点でSmOO沈畑を行って出来る2成分"城をKbとお

く。それらの駒nuﾉ“多項式を各々

▽K(z)=1+",z2+(z2z4+…+amz2m,

▽Kb(z)=z(6,+b2z2+…+hnz2m-2)とすると
▽KI,､I(z)=1+(6,"+Q,)z2+…+(妬冗+am)z2'n("≧0)と書
ける。

証明。KInl=K2,a+,(泥≧0)とおき、岡を行うべき交差点で

smoothingした2成分ⅡnkをKZnとおくと何の特長から脇施一

Kbまた▽KI,,I(z)=VKI"-,'(z)+z▽睡感(z)=vKI"-,'(z)+zvKb(z)=

▽KI｡'(z)+z･”▽Kb(z)両辺のz2k(&≧o)の係数比較から結果が
出る。

Exmnmple4▽野=1+("+1)z2("≧o)
▽野=1-("+1)z2("≧o)

▽Kb(z)と▽K(z)が与えられたとき、▽KM(z)を求める方法。

Ki=Kとする。脇冗はknotK2n+,をsmoothingした2成分Ⅱnk
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とする。（”≧o)

従ってK=Kml=Ki,K",+,=Kinl(泥≧o)である。▽Kb(z)
と▽K,(z)の係数を定数項､z,z2,…,Zmと順に並べる。ここで

▽K"(z)=VKb(z)である。

｢▽恥.,(z)のz2kの係数=VKb(z)のz2k-'の係数十▽蝿"_,(z)のz雛
の係数」とする。（ただし､常に▽峰+,(z)の定数項は,である｡）

mample531-knoj,4,-hnof

k･=Hiolo kb=HTo-10

K!ころ!Io) k,＝4！Io－l
／

ka=kbol､o ki-kb｡-1/b
K3=3P]'学上3=4II]'みえ
k4=I<bOl､O k4=K･■○一いg=3FU,j､ラ ド5="'0=3
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定理2knotKの助泥t"”多項式の次数が2mならK<7B>の⑰”一

切”多項式の次数は2m+2"("≧0)である。またKとK<'z>
の最高次の係数は同じであり、K<'z>の係数の和はリュカタイプ

数いこなっている。ここでリユカタイプ数らとはJ1,!2は任意で

塩(”≧3)が湖上式Jn=Jn-,+In-2により求まるものとする。

証明。K(">=K2n+,(”≧0)とおき、<">を行うべき交差点で
mOO伽叩した2成分"鮴をK勘‘とおくと▽KI,,>(z)=vK《鰯-,)(z)+
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z▽恥(z)上の2つの式から▽K(")(z)の最高次の係数は▽K(z)の

最高次の係数に一致し、degvK(,m'(z)=(LgVK("-,)(z)+2という
事がわかる。
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与えられた航otKi=Kと<">を行う交差点をSmOO娩卿して

出来る2成分伽kKbの⑰'碗"叩多項式▽Ki(z),vKb(z)から
▽K《“》(z)を求める方法。

K=Ki=K(o)とし、Kを当該交差点でsmoo""した2成
分蜘上をKbとする。K(wB>=K2,B+1とし、K<'z>の当該交差点を

Sm"沈加したものをKh"とする。▽Kb(z)と▽Ki(z)の係数を
定数項、Z'Z27…'ZWBと順に並べる。

「▽K2"の定数項はO,z2h+1の係数は▽K2n-2のZ2k+'の係数十▽Kzn-1

の沙の係数（0≦ん≦▽K2n-1の最高次数-1)で▽蝿"の最高
次数の係数は▽Khの最高次数の係数と同じ｡」

｢▽恥+,(”≧2)の定数項は1,z2kの係数は▽恥_』のz2kの係数十

▽KhnのZ2ﾙー'の係数(0≦ん≦▽K§卿の最高次数-1)で▽"2n+]
の最高次数の係数は▽K1の最高次数の係数と同じ｡」

注。▽K<,8>の最高次数の係数は▽K=VK(⑳の最高次数の係数と一
致するが、Kを"OO幼伽した2成分"雄のKb(z)の最高次の
係数とは一致しないことがある。3,,4,,5,ではkb(z)の最高次
の係数と一致するが52，61，82などでは一致しない。

恥afnpIe731 41
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冗狐I如翫に関するgefzem#o7･

定義2hzotKに対し{11:Kb－→K,<1)Kb-→Kとなる航ot

Kbがない航otKを冗加Jtm"istl"l,<">に関するge7@em加rと
いう。

命題2k7BotKが9enem加rである必要十分条件はKの全ての

diagmmで隣接2辺形を持たない。更にそれは次の2つの場合に

分かれる。

（1）非隣接2辺形を持つKのd"mmがある。

(2)Kの任意の伽"mmが2辺形を持たない。

命題39enemto7･は無限個ある。（無限生成である｡）
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証明。下図と命題2より明らか。

乙
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も
ｃ 心

図3

問。各”(”≧6)で”交差点の9e7Bemto7･が作れるか？

定義3上記（1）において､或る2辺形でZ-mot'e(Z3)を行っ

たとき、丁度2交差点のみが減る時､p-9ener(zto7･"mpe'ｿとい
い、どんな2辺形で2motJeを行っても交差点が3個以上減る時

T"-9e7ze7･@to7．“蛾ﾉという。またKの任意のdjqgmmで2辺

形を持たないとき、s-9efzey･qtoriStmngﾉという事にする。

注。31knotは9efZemto7･ではない。41k7Botは"-generato7･で

ある。

典

図4

命題410交差点までの素な交互結び目には67個のgefzerntorが

あり、その内t"-ge7zer@tor,p-ge7zew･ato7･,s-gewzew･"o7･が各々
12個、52個、3個ある。

交互結び目でのge7ze7nto7･のリスト

41",63",76p,77",812p,814p,815p,816p,817p,8188,923p,
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925p,927p,928",9"p,930p,931f",932p,933p,934p,938p,

939p,9408,941p,p,1026p,1040p,1041p,1042p,1043p,1044p,1045"'

1057PllO58P,1059PllO"P,10閲切,1071t",1073PllO7n”,1078p,

1081P,1084PllO86P,1087Z),1088",1089f",1092PllO95P,1096P

1097PllO98PllO99P,10101PllO105PllO107PllO1"P,10110P,

10111P'10113",10115PllO116PllO117PllO118PllO119pllO120P,

10121p,10122p,101238

〈1>,{11は交差点が有る所での操作なので(1)-',{11-'はその操
作の結果、1つ以上の交差点が残る場合に行う。これを拡張して、

そこでの操作の結果、交差点が無くなる場合も考える事にし、そ

れを(1)-',Inl-'とする｡従って両=了,n=Tの結果はそこでの交
差点は無くなっている。これらは2-m"eである。

p-9e"ew･"m･について

p-9e"e7･atm･では非隣接2辺形があり、そこで2mo"eを行って
も交差点が2個し力減らない2辺形がある。そのような2辺形で

2moUeを行う。

gl,L62仁の gl,+527

亜ラ
』画』〉

'十房とZ午 1－2ず

図5．

命題5(P-ge'zemtorでのまとめ）

(Z)I11-'ではべき乗が2下がるときと不変の時がある。
"<1)-[ではべき乗が2だけ下がる。

t"-ge7Be7･"o7･について
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'"－ge7ze7･Gtorではどの非隣接2辺形で必mOVeを行っても交差

点が3個以上減る。岬加R-motﾉeSノ

－－

<1>-'でもI11-'でもzの幕命題6(Wenemtorでのまとめ）
が2以上下がる。

8-gene7.@tm･について

s-gene7.atm･の鹿αgmmでは2辺形が無い。その時は必ず3辺

形があるβ,命題'ﾉ。その3角形の一つの交差点で交差点の上

下を反対にし、その結果再び交互結び目岬加R-mo"ﾉになる

ようにする。（3角形の’つの交差点で上下を反対にすると交互

結び目にならない時もある。818では必ず結果が交互結び目にな

る｡）

注。ある交差点の上下を反対にする操作は2mofJeと同値である

掴6)。

＆-圭一＞ へ
一

|+Z2
'十足L署牛

IA.,-Z

図6．

命題γ㈹-ge7Zefutor､でのまとめ）

上記の演算で(両可でも両。でも)zのべきが大幅にさがる。

予想18-generatm･の湖滅ofztteingnwwBbe7､秘は2以上か？

注。10交差点以下の8-9efze7･cto7.817,940,101"では、すべて
池＝2である。
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A"ematingdiqgmmのs-tWeについて

このSeC抑冗では対象とする航otは蝋efwat@ngA7Botであり、特に

断らない限り“qgmmは"7測uciblealtewMt@mgdiqgmmとする。

o”e"eddiagmwBの交差点でSmOO仇卿を行ったとき、
･交差点が唯一つ減るタイプ

当

図7．

このとき、この交差点を①とする。

b交差点が二つ以上減るタイプ(叩加R-moひe)

今夏=え
図8．

このとき、この交差点を．とする。

あるirreducibledternatingknotdiagramの全ての交差点にeま
たは・をつける。Oの個数がα個、・の個数が6個あるとき、その

alternatingknotdiagramのs-句'peは{α,mであるという。cをそ

の、altematingknotdiagramの交差点数とすると、c=Q+6

予想2s-jwelc,りはGItewBqtjflghnotの納巴d魁c伽eα"ewBa""
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di"mmの不変量である。

c=q+6として{lc,4}.に次のように辞書式順序を入れる。

(い,MEN≧0×N≧0)

@,>Q2=-{@,,6,1>bz,"1

q'=Q2,b'>62-個,,6,1>IQ2,"1とする。

Type(c,2)(c:oM)のtorusknotは{b,1}cの最大元であり、

い,q＝に,qである｡またtwistknot(図9)は{I@,M}c(c:emje")

の最小元で{α,q＝{0,4である。(cが奇数のときは､最小元か否
か不明）

[b,6]
罰-/ご-〆6-zO~~o-O-e

[7>｡] 唾,君

図9．

問。(1)cが奇数のときの{I@,1}｡の最小元を求めよ。

(2)cが偶数のときの{b,1}｡の最大元を求めよ。

(3)cが奇数のときの{h,1}cの最大元はtOrugirnntに限る恥

(4)cが偶数のときの{{Q,4}cの最小元はtwistImotに限る力も

命題81c,1=Ic,01のA7Zotの励祁切吻多項式の次数は

c=277z-1のとき、2m-2(=c-1)であり、

c=277zのとき、2m-2(=c-2)である。

Iα,1=Io,4の航otの⑰冗切叩多項式の次数は2である。逆は
成立しない。
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E"nwWle972"otのS-柳這はp,1であるが､▽乃(z)=1+3z2
である。

注。▽K(z)=1(@.e.mgvK(z)=0)という航otはあるが、この

"otは泥o"a"ewBG郷9Anotである。

(｢degVK(z)=0=Kは泥oﾙa"ema""knot」という事は知
られている事実か？）

予想3{h,M}cでc≧5のとき、「α≦2－今卿▽K(z)=2」

予想4{b,1}cでc≧4のとき、「6≦2=degvK(z)は上限」

（つまりc=2m-1またはc=277zとして血9VK(z)=2m-2
か？）

予想5(Q,,6,},Iq2,"lにおいて、

α'≧@z2+3=degVk,(z)>"g▽吃(z)

6,≦伽－3="gVk,(z)<deg▽瞳(z)

・勉"k"oot"ngwzWn6ew･uについて､ん,b/=/nc/一也=1を
予想したが反例が有る

し,M={c,q(c≧5)=→秘≧2を予想したが反例が有る

mcnWlelO74k78otはm,1.しかし秘=2

63knotはr,qだが迦=1

wBhzo鯉咽fzwn6erはs-"peではなく、cmssingch"ageに関係

する。一方s-Weは"OO施叩によって定義されている。

予想3，4について、

壁ample"82knotの8-tWeはI6,21で▽8Z(Z)=1-3z4_z6
缶交差点では最高次数）
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85k7zotの8-Weは{6,コで▽8s(Z)=1-Z2-3z4_z6侭交差
点では最高次数）

乃航otのs-tWeはP,5}で▽7@(z)=1+3z2〃交差点では最低
次数）

壁a"upiel26!]-8,3であり､a"eTTUGtingdiggmmのk-辺形の
個数{恥｝は同じではないが8-tWeはIα,4={5,31で同じであ
る。

6票 ろ
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