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結び目の補空間の理想四面体分割

浦谷祐

1．イントロダクション

Thurstonの有名なLectureNotel51において8の字結び目の補空間の理想四面体
分割(idealtriangulation)が与えられた。Thurstonはこの理想四面体分割を利用し
て8の字結び目の補空間に有限体積完備双曲構造が入ることを示した。（双曲構造が
入ることはRileyによりすでに知られていたと思う。)Mowtow剛性により有限体積
完備双曲構造はただひとつしか存在しないが、完備性をはずすと双曲構造の変形が可
能である。この双曲構造の変形を完備化することにより新たに双曲多様体が得られる
場合がある。これは双曲Dehn手術理論として知られている。

この手法を任意の絡み目の補空間に対しても行いたい。絡み目の補空間を位相的に
理想四面体分割し、各理想四面体に双曲構造がちゃんと入ることを示せば双曲Dehn
手術の理論は8の字結び目でない場合にも成立し、Neumann-Zagierにより詳細に研
究されている。SnapPeal61は(位相的)理想四面体分割が与えられると各理想四面体
に双曲構造が入るかどうかを数値的に計算してくれる。そこで第一段階として絡み目
の補空間を(位相)理想四面体分割することが問題となる。本報告では以下、理想四
面体分割は位相的なものとする。後に理想多面体分割という言葉も定義するがこれは
位相的なものでEpstein-Penner分解のようなリーマン幾何学的な分解ではない事を
注意しておく。

まず理想四面体分割の存在についてはすでに知られていることを述べておく。理
想四面体分割の双対をとるとspecialspineが得られる。逆にspecialspineの双対は
理想四面体分割である。任意の3次元多様体に対してspecialspineの存在が示され
ているので、理想四面体分割の存在も知られている(11．

存在定理はあるわけだが一般に理想四面体分割を構成するのはかなり難しい。Snap-
Peaは与えられた絡み目のプロジェクションに対してその補空間の理想四面体を与
えるアルゴリズムを実装している。(I61のtriangulations.cを参照。{71にも解説
されている。）この方法は四面体の数が大きくなりすぎてしまい不便である。そこで
SnapPeaではこの理想四面体分割を簡略化するアルゴリズムを備えている。この簡
略化の方法は非常に優れていて、たとえば(-2,3,7)-pretzel結び目の補空間をたった
3つの四面体にからなる理想四面体分割にしてしまう。
本報告では与えられた絡み目の理想四面体分割の方法をあたえる。前述のように

存在定理もありアルゴリズムも存在するのでこの仕事の意義はほとんどない。しか
しながら本報告で示す方法はSnapPeaのアルゴリズムより（人間にとって)実行する
のが楽である。またWirtinger表示との関係も示せるのでほんの少しは意義があると
思う。

最後にPetronioもまた理想四面体分割の方法を与えていることを述べておく(41、

lll｡Petronioの方法も人間の手で実行可能なものである。

2.理想四面体分割

2.1.Kは3単体の有限集合△1U･･･U△『,を各3単体の境界の2単体をペアで張り
合わせたものとする。構成法からひとつの単体の頂点がKの中で1点になる場合も
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FIGuRE1.理想四面体分割の例:8の字結び目

ありうることを注意しておく。K－Ⅳ(K(0))がMに同相であるとき、KはMの(位
相的)理想四面体分割(idealtriangulation)であると言う。(K(i)はKのi-スケルト
ンを表す。)Figurelは8の字結び目の補空間の理想四面体分割を模式的に表したも
のである。見やすいように各3単体の頂点を切り取ってある。切り取られた面たちは

境界のトーラスの3角形分割を与える。K一Ⅳ(K(1))はハンドルボディーに同相で
Kの各l単体は2－ハンドルとみなせる。よって理想四面体分割はMのハンドル分
解を与える。

2.2．理想多面体分割を次のように定義する。Pを3次元ポールとする。Cを6Pの

(有限)CW分解とする。Cの0セルを頂点、lセルを辺、2セルを面と呼ぶ。Pの各
面を範i,+とzi,一記す。特に面の数は偶数個であるとする。αjを同相写像〃j,+→zf,_
とする。（αiは胞体写像であるとする。つまり麺f,+の頂点を釘j,-の頂点に、辺を辺
に移す写像であるとする。)Pをαjで同一視したものをxと書く。

定義2.1.(RC,qi)がMの理想多面体分割であるとはx一N(X(0))がMに同相で
あることとする。

我々は絡み目の補空間をまず理想多面体分割し、それをさらに四面体に分割する
ことにより理想四面体分割を構成する。

2.3．理想四面体分割の時と同様にX－Ⅳ(X(1))はハンドルボディーに同相である。
蛾,＋とzj,ーをxの中で同一視したものをDjと書くことにする。するとDiはこの
ハンドルボディーのメリディアン・ディスクを与える。Pの中に基点pを固定する。
基点pからDjを〃j,+からZi,-の方向に交わりpに戻るループをziと書く。zjは
Mの基本群の生成元とみなせる。またxの各1-単体は基本群の関係式を与えるこ

とがわかる。よって理想多面体分割はMの基本群の表示を与える。

3.補空間のハンドル分解

LをS3の中の絡み目とする。交点数が”のLのプロジェクションをひとつ固定

する。各アークに対応するWirtinger表示の生成元を範iと置く。S3をR3の1点コ

ンパクト化とみなす。B+={(:r,9,z)|Z≧0}、B-={(",",z)|z≦0}とおく。また
"={(",",z)|z=0}とおく。ここでLを適当に変形することによりS+nLが冗本
のアークになるようにできる。S3－N(L)はS+nN(L)に2-ハンドルを況個着けた
ものに同相である。これはS3_(N(L)UB2)に同相である。このハンドル分解にお
いてひとつの2-ハンドルを取り除くとS3－Ⅳ(L)のハンドル分解が得られる。すな
わちS+nLのハンドル分解が得られる(Figure2)。

「
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FIGuRE2・S3－Ⅳ(L)のハンドル分解
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FIGuRE3.S3－Ⅳ(L)の理想多面体分割

ここでアークB+nLをz方向に恥へ射影することによりディスクDjが得られ
S3－N(L)をDiで切り開くと3次元ポールが得られる。すなわちDjはメリデイる。So－N(L)をDiで切り開くと3次兀ホールか侍られる。‐ﾜなわら〃j歴メリプィ

アン・ディスクを与える。Diで切り開いた後の面を毎i,+、勿t,ーと置く。Wirtinger表
示の生成元毎jはDfと1点で交わるが、ziの入ってくるほうを範i,+、出て行くほう
を“ーと置く。切り開いた図をFigure3に示す。

各2－ハンドルの接着写像の像はDiで切り開かれた後、4つの長方形になる。こ

れらをejと置く。ここで次の条件を満たすと仮定する。

仮定1SO-{zi,+,"j,-,ej}i,jの各連結成分が可縮であるとする。

、
で
〉
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FIGuRE4.2-ハンドルを"l単体”にする。
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FIGuRE5動のセル分割の展開図。両方の周囲を張り合わせるこ

とによりS2上の多面体分割になる。〃f,+と鋤,－は黒点が一致する
ように張り合う。

sb-{zi,+,"i,-,ej}i,jを頂点、各2-ハンドルのコアをl単体､鋤,士を面と思うこ
とによりS3－Ⅳ(L)の理想多面体分割を得る。すなわち各2-ハンドルを"細長く'’
する事により理想多面体分割を得る(Figure4)。このときFigure3の2-ハンドルの
接着面の(4つの)切片は細長くなり面鰯j,士と砥j,士をつなぐ翻辺になる(Figure5)｡

4．双対グラフ

4.1.Figure5の図は多面体としてわかりやすいが描きにくい。そこで双対の図を描

くことにする。理想四面体分割の各面を頂点、辺を(双対な)辺と思うことによりグ
ラフが得られる。これを双対グラフとよび9で記す。Figure3の場合はFigure6の
ようになる。仮定lの可縮性の条件は双対グラフが連結であることと同値である。グ
ラフの各頂点に面の張り合わせを指定するマークを付けておくことにする(Figure6
の図では黒丸どうしが一致するように面の張り合わせを指定している)。

4.2.次に双対グラフgから2－ハンドルを読み取る方法を述べる。まずgのある辺
からスタートする(各辺は2－ハンドルの一部であった)。gの頂点に入ったら対応する
面の張り合わせに対応する辺へ移る。このとき⑩f,+からむf馴一に移った場合には鋤を
読む。砂i,一から鋤f,+に移った場合には釦『'を読む。このようにして元の辺まで戻る
まで続ける。結果として対応する2－ハンドルが与える関係式が読み取れる。Figure
7では((1)→(2)→(3)→(4)の順で)巧'"r'"3"1となりWirtinger表示の関係式
が現れる。

4.3.次に理想多面体の面を細分する方法を与える。理想多面体の面は双対グラフg
において頂点に対応している。混一価頂点には庇角形が対応することが定義からわか

る。ここで各九一価頂点をFigure8のように3価頂点に細分することができる。この

卓
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FIGuRE6.理想多面体の面を縮めたもの
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FIGuRE7.2-ハンドルの読み取り方。黒丸どうしが張り合うこと

に注意して辺を追っていく。この場合巧1町'⑩3妃，となる。
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FIGuRE8．･几角形の細分。対応する面が張り合うようにして行う。

操作を行うとき、この面と張り合う面の細分が一致するように行わなければならな

い｡元の"角形のﾗべﾙを麺i,±とする｡新たにできた生成元を"鯉のように記す。
各面霧鯉同士をつなぐ辺が新たに加わった2-ﾊﾝドﾙに対応している｡(この操作
はハンドル分解の言葉を用いればstabilizationをしたことになる。）

4.4．これまでのことを用いると双対グラフが簡単に書けることがわかる。Figure3

の図において各面を頂点に‘集中”させることにより双対グラフgが得られる(Figure

6)。プロジェクションが交代的でない場合にはFigure9のように細分をする事によ
り各交点にgの頂点を割り当てることにする。

以上の操作は次のように簡単に行うことができる。

（1）各交点に4価の頂点を置く。
（2）プロジェクションの各アークに沿って辺を結ぶ。

ノー
…
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FIGuRE9・交代的でない場合、細分を用いて各交点に頂点が1つ対
応するようにできる。

FIGuRE10.2角形の消去。

（3）できた双対グラフから2－ハンドルをひとつ取り除く。（2－ハンドルの読み方
はすでに4.2で述べた。）

例としてFigurel4のはじめの3つの部分をあげる。

5.理想多面体を理想四面体に分割する

理想多面体分割の各面が3角形ならば理想多面体を理想四面体に分割することに
より理想四面体分割が得られる。しかし8の字結び目の例が示すように、このように
して得られた理想多面体の面は2角形や4角形以上の面を含むことがわかる。4角形
以上を取り除くには細分すればよく、これは前節で扱った。ここでは2角形の取り除
く方法を述べる。さらに分割を簡単にする方法を述べる

5.1．二角形を消す．理想多面体の2角形は双対グラフ上で2価頂点に対応する。ここ

でこの頂点につながる2つの辺をei、ejと書く。次の仮定の下この2角形(とペアに
なっている2角形)を消去することができる。

仮定2efとejは異なる2-ハンドルに属する。

このとき2角形を消去することはFigurelOに対応する。

5.2.9の2角形を消す．gのれ-角形とは動－9で冗この頂点を含む領域のことをい

う。（この領域は理想多面体の頂点に対応している。)Figurellの左上のグラフがg
の2角形である。ここではgの2角形を消去する方法を述べる。以下方法を述べる
が、言葉で書くと説明が煩雑になるのでFigurellを参照して欲しい。gの2角形を
構成する各9の頂点は細分をする事により3価に頂点にしておく。この2つの頂点

をzf,Et、範j,Ejと置く。ここでei,EjE{+,--}と置いた。各頂点はgの2角形に含ま
れない別のgの辺を持つ。これらをeiとejと置く。

仮定3efとejは異なる2-ハンドルに属する。

4
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FIGuRE11.9の2角形を消す。

この仮定の下gの2角形が取り除けることを示す。Zi,Ef、Zj,EJにはそれぞれ張り
合う面範i,_Et,Zj,-Ejが存在する。ハンドル・ボディーの中での垂i,士匿’、Zj4EjをDi、
Djと記す。ハンドル・ボディーの中でDjとDjは互いに2つの2-ハンドルの一部
と交わる（この2つの2－ハンドルの一部はgの2角形の辺にあたる)。この2つの2－
ハンドルの一部とDiとDjの境界によって張られる長方形が存在する。この長方形
とDiとDjの境界の和集合に対して近傍をハンドル・ボディーの境界上で取る。そ
の近傍の境界はと3つの円周からなる。これらのうちの1つはei、ejのそれぞれと
1点で交わる。仮定3によりこれらは異なる2－ハンドルに属しているので、ハンド
ルの消去ができる。ハンドルの消去をした後の図がFigurellの下部である。

5.3.理想四面体に分割．これまでの方法を用いて理想多面体の面を3角形にしてお
く。ここで理想四面体のl頂点からconeをとることにより理想四面体分割を構成で
きる。双対グラフにおいては頂点は"－gに対応する。coneを取る頂点をR2上で
外側にとると大変見やすい。このとき双対グラフgの双対をとると外側に面していな
いgの頂点に対応して3角形の面が対応していることがわかる(Figurel4最下部)。
coneをとるとこれらの3角形の上に4面体が現れることがわかる。これによりgの
外側に面していない頂点の数が理想四面体分割の四面体の個数になる。

5.4．ここまでの操作をFigurel2に示す。またFigurel3に生成元に対応する面の
張り合わせを示す。

6.例

今までのプロセスを62結び目に対して行ったものがFigurel4である。念のため
これまでのプロセスをまとめておく。

（1）絡み目のプロジェクションの絵をかく（左上)。
（2）双対グラフを作る(右上)。
（3）2－ハンドルを1つ取り除く（左中)。
（4）2角形を取り除き、4角形を3角形に細分する(右中)。
（5）双対グラフの2角形を取り除く（左下)。
（6）双対グラフの双対をとる(右下)。
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